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Leise mußt du es vollbringen; 
Die gelinde Macht ist groß. 
Wurzelfasern, wie sie dringen, 
Sprengen wohl die Felsen los. 





Vorwort. 


Die Veranlassung zur Abfassung dieses Buches lag für 
mich in zwei Umständen. Erstens habe ich beim mathe- 
matischen Unterricht vielfach erfahren, daß gerade solche 
Aufgaben, wie sie hier vorgelegt werden, Aufgaben, welche 
man auf den Schulen kurz unter dem Namen „quadratische 
Gleichungen“ begreift, mit großer Vorliebe und besonderem 
Interesse gerechnet werden. Zweitens sind in den Lehr- 
büchern und Aufgabensammlungen die Aufgaben dieser Art 
nur in geringer Anzahl vertreten; die interessanteren finden 
sich in der bekannten Sammlung von M. Hirsch. Daher 
sind hier solche Gleichungen in Menge aufgestellt und zu- 
gleich die Methoden angegeben, durch welche dieselben mög- 
lichst einfach gelöst werden. 

Alle vorkommenden Gleichungen sind quadratischer Natur. 
Einfache Gleichungen sind nur des Vergleiches halber aus- 
nahmsweise angeführt, und wenn auch sehr viele Gleichungen 
vom vierten oder scheinbar von einem höheren Grade sind, 
wenn auch bei manchen Aufgaben mit zwei Unbekannten 
die Elimination der einen Unbekannten für die andere eine 
Gleichung liefert, welche über den 20. und selbst 30. Grad 
hinauszugehen scheint, so sind doch alle Aufgaben derart, 
daß ihre Auflösung mit Hilfe quadratischer Gleichungen be- 
schafft werden kann. Es kommt keine Aufgabe vor, zu deren 
Auflösung die Auflösung einer kubischen Gleichung erforder- 
lich wäre. Oft wird man freilich nur durch eine geeignete 
Behandlung eine Gleichung höheren Grades vermeiden; sie 
läßt sich jedoch immer vermeiden. Wie dies geschieht und 
wie man auf dem einfachsten und kürzesten, oder dem all- 
gemeinsten Wege zur Lösung gelangt, zeigen die zur Auf- 
lösung gegebenen Methoden, welche, wie es mir dem Zwecke 
des Buches mehr zu entsprechen schien, den einzelnen Auf- 


VI Vorwort. 


gaben beigefügt und nicht in einem besonderen Kapitel für 
sich allein abgehandelt sind. 

Im allgemeinen sollten die Aufgaben so beschaffen sein, 
daß man sie auf den Schulen schon zu den schwierigeren 
zählt. Leichtere Aufgaben konnten jedoch aus mehrfachen 
Gründen nicht ausgeschlossen werden. Manche sind des Ver- 
gleiches halber oder der größeren Vollständigkeit wegen an- 
geführt, manche, um an sie die zu machenden Bemerkungen 
zu knüpfen oder auf sie die gemachten Erörterungen anzu- 
wenden, eine größere Anzahl endlich, weil ich sie für inter- 
essant genug hielt, unter den schwierigeren Aufgaben einen 
Platz einnehmen. 

Außerdem haben mich bei der Aufnahme und Aufstellung 
der Aufgaben hauptsächlich zwei Gesichtspunkte geleitet: 
erstens solche Gleichungen zu liefern, deren Bearbeitung dem 
Schüler Interesse gewährt; zweitens zu zeigen, wie vielfach 
verschiedenartig und oft scheinbar schwierig die Aufgaben 
sein können, welche sich mit alleiniger Hilfe quadratischer 
Gleichungen lösen lassen. 

Interessant kann eine Gleichung vorzugsweise hinsicht- 
lich ihrer Form, oder hinsichtlich ihres Resultates und in- 
sonderheit der Form ihres Resultates sein. Manche Gleichung 
hat in ihrer Form eine gewisse Symmetrie, sie ladet den 
Schüler gleichsam ein, sie zu behandeln und ihre Auflösung 
zu versuchen. Bei manchen ist das Resultat ansprechend; 
der Schüler fühlt sich für die Mühe der Auflösung belohnt, 
wenn er ein unerwartet einfaches oder seiner Form wegen 
eigentümliches Resultat finde. Auch hinsichtlich ihrer Be- 
deutung oder Anwendung, wie hinsichtlich der Art ihrer 
Auflösung können Gleichungen von Interesse sein. Daß 
nicht alle Gleichungen in jeder Beziehung interessant sind, 
ist natürlich. Wer jedoch die hier gelieferten Gleichungen 
näher ansieht, wird, wie ich hoffe, das Bestreben in dieser 
Richtung nicht verkennen. 


Was den zweiten Punkt, die Manniefaltigkeit und Schwie- 
rigkeit der Aufgaben betrifft, deren Auflösung auf so einfachen 
Voraussetzungen beruht, so wird der Sachkundige gewiß 
zugeben, daß ich denselben in ziemlich umfassender Weise 
erledigt habe. Die Anzahl der in den Lehrbüchern und Auf- 
gabensammlungen vorkommenden Aufgaben dieser Art ist jeden- 
falls nur eine geringe gegen die Anzahl der hier gelieferten. 


Vorwort. ANL 


Diese beläuft sich mehr durch Zufall, als infolge einer Ab- 
sicht gerade auf 1000. Ursprünglich ging sie über 2500 hinaus; 
da jedoch eine solche Menge von Aufgaben für den vor- 
gestellten Zweck zu groß und das Buch zu voluminös wurde, 
so habe ich über die Hälfte der Aufgaben gestrichen und bin 
der Ansicht, daß diese Reduktion dem Buche um so eher 
Eingang verschaffen wird. Die wenigen Aufgaben, welche 
nicht von mir herrühren, habe ich, soweit meine Erinnerung 
und Notierung reicht, wenn sie nicht ganz allgemeiner Natur 
sind, an der Nummer mit Sternchen versehen. Alle übrigen 
sind von mir selber aufgestellt. 

Für die Anordnung der Aufgaben sind die Schwierigkeit 
und Ähnlichkeit maßgebend gewesen. Die Natur derselben 
brachte es mit sich, daß im ersten Teil und in den beiden 
ersten Abteilungen (A und B) des zweiten Teiles zunächst 
die Schwierigkeit und dann die Ähnlichkeit berücksichtigt 
worden und somit die Aufeinanderfolge eine stufenmäßig 
fortschreitende ist. In der dritten Abteilung des zweiten 
Teils (C) und im dritten Teil ist die Ähnlichkeit vor der 
Schwierigkeit in Betracht gezogen, und die Aufgaben sind 
gruppenartig aneinander gereiht. Obwohl eine ziemliche Sorg- 
falt auf die Anordnung der Aufgaben verwendet ist, hat es 
wegen der Verschiedenheit derselben doch nicht vermieden 
werden können, daß ähnliche Aufgaben auseinandergerissen 
sind und leichtere Aufgaben zwischen den schwierigeren 
stehen. Aus diesen Gründen ließ sich die Art der Aufgaben 
nicht immer mit wenigen Worten angeben, und die Über- 
schriften in den Abteilungen des ersten und zweiten Teiles 
können fast nur zur oberflächlichen Orientierung dienen. 

Die meisten Gleichungen sind in Buchstaben gegeben. 
Viele würden an ihrer Eigentümlichkeit und an ihrem Inter- 
esse etwas verlieren, wenn sie rein numerisch wären. Nur 
bei solchen Gleichungen, welche für die Lösung auf ver- 
wickelte Formen von keinem Interesse führen, sind aus- 
schließlich Zahlen angewendet. Bei manchem ist der all- 
gemeine Fall in Buchstaben behandelt und es sind besondere 
Beispiele in Zahlen hinzugefügt. 


Hoppenrade, im Februar 1868. 


VII Vorwort. 


Aus den Vorreden zur zweiten bis vierten 
Auflage. 


Ohne den Zuschnitt des Buches, das bald nach seinem 
Erscheinen in den Fachkreisen eine sehr günstige Beurteilung 
fand, wesentlich zu ändern, wurde eine größere Zahl von neuen 
Aufgaben, namentlich auch Zahlenaufgaben hinzugefügt, sowie 
für eine Reihe von Sätzen, die bei gewissen Aufgabenklassen 
Verwendung finden, die ausführlicheren Beweise. Außerdem 
wurden zahlreiche Druckfehler, auf die die Herren A. Baist 
in Erlangen, A. Nowacki in Breslau und M. Hercher ın 
Nordhausen in dankenswerter Weise meine Aufmerksamkeit 
gelenkt hatten, verbessert. 


1876, 83, 93. 


Vorwort zur fünften Auflage. 


Bei der Bearbeitung der fünften Auflage, die ich auf 
Wunsch der Verlagsbuchhandlung übernommen habe, glaubte 
ich an dem Zuschnitt des Buches im ganzen nichts ändern zu 
sollen. Allerdings sind sowohl die Einteilung, wie die Be- 
handlung des Stoffes im ganzen nicht einwandfrei, bei der 
ersteren läßt sich eine scharfe Unterscheidung der einzelnen 
Aufgabengebiete bisweilen vermissen, die Behandlung des 
Stoffes entspricht nicht völlig dem gegenwärtigen Stande der 
wissenschaftlichen algebraischen Forschung. Indessen würde 
eine Berücksichtigung der Forderungen, die man vom wissen- 
schaftlichen Standpunkte aus erheben kann, eine vollständige 
Umgestaltung des ganzen Buches bedingt haben, das ja auch 
seiner Tendenz nach kein eigentlich wissenschaftliches Werk, 
sondern ein Hilfsbuch für den Unterricht sein soll, bestimmt, 
dem Lehrer Material für eine vertiefendere und zusammen- 
fassendere Behandlung der quadratischen Buchstabengleichungen 
an die Hand zu geben. 

Demgemäß habe ich mich darauf beschränkt, im einzelnen 
die Verbesserungen anzubringen, die die Erreichung des eben 
gedachten Zweckes in einem höheren Grade zu sichern ge- 
eignet erschienen. 


Vorwort. IX 


Solche Verbesserungen bezogen sich zunächst auf den 
sprachlichen Ausdruck, der vielfach einer Berichtigung be- 
durfte, teils weil er mit anerkannten Ausdrucksregeln im 
Widerspruch stand, teils auch weil sich die sprachliche Dar- 
stellung nicht genau genug mit dem deckte, was zum Aus- 
druck gebracht werden sollte. Solche Ausdrucksberichtigungen 
sind auch an einem Teil der Kapitelüberschriften vorgenommen 
worden. 


Die für die einzelnen Gleichungen gegebenen Lösungen 
waren z. T. anfechtbar, teils durch Aufstellung gewisser Werte, 
die nur bei sehr künstlicher Interpretation als Lösungen gelten 
konnten, teils auch, weil umgekehrt die Lösung nicht ganz 
vollständig war. Neben den in dieser Hinsicht erforderlichen 
Berichtigungen der Resultate habe ich auch die Angabe der 
Lösungswege an einzelnen Stellen teilweise abgeändert, unter 
Umständen auch eine bisher fehlende Angabe über ein nicht 
ohne weiteres ersichtliches Lösungsverfahren neu hinzugefügt. 


Dann schien es mir wünschenswert, an mehreren Stellen 
den inneren Zusammenhang verschiedener Aufgaben schärfer 
hervorzuheben, in eine wissenschaftlich strengere Form zu 
bringen und eingehender zu begründen. Der Verfasser des 
Buches hatte überall die mittels der korrespondierenden 
Addition und des von ihm sogenannten Korrespondenzsatzes 
zu bewirkenden Lösungen derart bevorzugt, daß die sonst 
von ihm nebenher angegebenen Lösungsmethoden nicht überall 
zu ihrem vollen Rechte kamen. Ich habe hier namentlich 
der Behandlung der symmetrischen Gleichungen eine um- 
fassendere, besser zusammenhängende und schärfere Fassung 
zu geben gesucht, auf die Erfüllung dieser Forderung aber 
auch noch an anderen Stellen mein Augenmerk gerichtet, 
so z. B. den von dem Verfasser selbst nicht hervorgehobenen 
inneren Zusammenhang zwischen der korrespondierenden 
Addition und dem „Korrespondenzsatz“ näher erörtert. Be- 
sonders habe ich auch die vom Verfasser etwas stiefmütter- 
lich bedachten trigonometrischen Lösungen der dafür ge- 
eigneten Aufgaben nicht unerheblich erweitert, dabei auch 
auf die assoziative Bildung der in solchen Gleichungen 
auftretenden Ausdrücke hinweisend. Die bei diesem Anlaß 
‚gegebene Herleitung der trigonometrischen Formen für die 
Lösung der verschiedenen Fälle der allgemeinen quadratischen 
Gleichung wird vielleicht manchen Leser interessieren. 


X Vorwort. 


Alle diese Änderungen konnten nicht erfolgen, ohne daß 
zugleich die Zahl der behandelten Aufgaben an mehreren 
Stellen einen Zuwachs erfuhr, der zugleich den in der 
Neuausgabe der ‚„Methodischen Aufgabensammlung“ vor- 
genommenen Änderungen Rechnung trug. Doch war es 
möglich, diese neu hinzugefügten Aufgaben ohne Änderung 
der vorhandenen Nummern durch Anwendung von Nummern 
mit Indizes einzufügen, nur an zwei Stellen ist eine kleine 
Änderung in der Numerierung erfolgt. Die am Schlusse 
des Buches gegebene Tabelle der in dem vorliegenden Buche 
und der Methodischen Aufgabensammlung zugleich auftreten- 
den Aufgaben ist entsprechend den in der Sammlung zugleich 
vorgenommenen Änderungen berichtigt worden. 

Ich gebe mich der Hoffnung hin, daß diese Änderungen 
von den Freunden des Buches als Verbesserungen beurteilt 
werden. 


Nordhausen, im Oktober 1901. 
E'. Pietzker. 


Vorwort zur sechsten Auflage. 


Bei dieser Auflage habe ich mich auf die Berichtigung 
einer Reihe von Druckfehlern beschränkt, die bei der fünften 
Auflage untergelaufen waren. Auf einen Teil derselben hat 
mich in dankenswerter Weise Herr Lehrer Psaar in Dahl- 
witz aufmerksam gemacht. 


Nordhausen, im März 1908. 
‘ F\. Pietzker. 


Bezeichnungen und Abkürzungen. 


1. Die im Text vorkommenden römischen Zahlen Iund I bezeichnen 
den ersten und den zweiten Teil, die arabischen Ziffern die betreffenden 
Nummern der Aufgaben. Steht bei der Zahl keine I oder II, so ist die 
Nummer desselben Teiles gemeint. 

2. Die Quadratwnrzeln sind fast durchgehends nur mit einem 
Zeichen versehen, ihre Doppeldeutigkeit wird als selbstverständlich an- 
genommen. — Ist für eine Quadratwurzel der Kürze halber ein Buch- 
stabe (r oder t) gesetzt, so hat auch dieser meist nur ein Zeichen er- 
halten und seine Doppeldeutigkeit ist nicht weiter bezeichnet. 

3. Der Kürze wegen ist durchweg die Praxis beobachtet worden, 
Operationen, die eigentlich an den beiden Seiten einer Gleichung vor- 
zunehmen sind, als eine an der ganzen Gleichung vorgenommene 
Operation zu bezeichnen. Demnach ist z. B. unter dem Ausdrucke: „das 
Quadrat einer Gleichung‘ eine neue Gleichung zu verstehen, deren 
Seiten die Quadrate der ursprünglichen Gleichung sind. | 

4. Das L. hinter jeder Aufgabe bedeutet „Lösung“ oder „Lösungen“, 
ein g. in der Angabe der Resultate „gibt“ oder „geben“. 

5. Sind a und b die Wurzeln einer Gleichung, so ist statt der 
gewöhnlichen Schreibart 

a ed 
meistenz kurz geschrieben 
ee le 
Steht demnach als Lösung 
z—=a, Va?-+b®, 
so heißt das wegen 2. nach der gewöhnlichen Bezeichnung 
4 =a, = + Va ED, 2, —Varz 8 

6. Ähnlich ist die Abkürzung der Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten. Statt der gewöhnlichen Bezeichnung bei einer Aufgabe 
mit zwei Unbekannten und drei Wurzelpaaren 

Me ei ein, 
y-bı eb Sb 
ist kurz geschrieben 
a 
y—=b,,b,, bs; 
oder auch nebeneinander 
0,0, 0; y—b,, bs, by. 

Als zueinander gehörig sind dabei regelmäßig die Werte von 
x und y anzusehen, die selbst an entsprechenden Stellen stehen, oder 
durch die Stelle des Vorzeichens innerhalb des Lösungsausdrucks als 
einander entsprechend gekennzeichnet sind. 

7. Die oft vorkommende Abkürzung korr. Add. heißt korrespon- 
dierende Addition (s. TI. 18). — Die ebenfalls oft vorkommende Ab- 
kürzung KS. heißt Korrespondenzsatz (s. I. 19). 
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Reine quadratische Gleichungen. 


1. @+a+b)(«-a+b)+(&+a-b) (ea -a-b)=0 

L. 2 = Vo? — b:. 

Gleichungen, welche ungeändert bleiben, wenn 
man x überall das entgegengesetzte Zeichen gibt, 
können nur gerade Potenzen von & enthalten. 

So geht in Gleichung 1, wenn man — x statt x setzt, 
das 1. Glied in das 2. und das 2. Glied in das 1. über; die 
Gleichung ändert sich also nicht. 

Bei der Auflösung solcher Gleichungen hat man daher 
nur auf die Glieder mit geraden Potenzen von & zu 
achten, d.h. bei quadratischen Gleichungen nur auf die Glieder 
mit x? und die ohne x. Die Glieder mit den ungeraden Po- 
tenzen von X fallen von selbst fort. 

Hierher gehören alle reinen quadratischen Gleichungen, 
bei denen indessen diese Eigenschaft nicht immer sofort 
erkennbar ist. Die nachfolgenden Gleichungen lassen die 
Vertauschbarkeit zwischen x und — x von vornherein er- 
kennen. 

2. (a+2)(b+2)+la+ 2) bb DJ +la—e)(b +8 + 
(a —2)(b—x)=a? 


L.x<=2Yab. 
3. (a+bz)(b— az) +(b+ca) (c—bz)+(c+ar) (a— cx)=0 
I. —=-+1. 


Auch hier, wie in 4 und 5, läßt sich leicht übersehen, 


daß die Glieder mit der ersten Potenz von &£ sich fortheben. 
Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 1) 


2 A. Reine quadratische Gleichungen. 


4. (a+bax) (ax —b)+(b-+ca) (bx — c) 
+(c+as)(x—-a)=4(a® ++) 
TR DE a+b-+e 
V?2(betac-+ab)' 
5. (a+2)b—-a)+(l+as)(1—-be2)=(a+b)(1 +2) 


ETRN en 
> -VC= ABER REE 


6. (a+2)(b+%) BE Ay b—a)(c+2) + (a—%). 
b+&)(e+2)+(a—x)(db—-a)(c+2)+(a—x) (b+8). 
e—- 2) +la+2)(b— x) (c— x) = Ödabc 


abe 
L. ag 


T. (a+a)(b+S)(c+) +la+z)(b+2)(c—x)+(a+z). 
b—x)(c+2)+(a—x)(b+X)(c+2)+(a+z2)(b—- 2). 
(ea) + (a—a) b+2) (c—2)+(a—a) de) (c+2)+ 
(a —2)(b—-x)(c—-—x)= 38x 
L. <= Vabe. 

.(a+5b+2)Bda+b+2)=5(la+b+x) 

L. 2= Va? + 10ab + b*. 
Hier, wie in 9 bis 11, übersieht man leicht, was für 

Glieder vorkommen, kann dieselben also bei der Auflösung 

der Klammern zusammenziehen und das Resultat hinschreiben. 


9. (a+5b +2) da+b+3X) = 4la+2b +x) 
L. <= YV(a—b)(a + 11b). | 
10. (9a — 7b + 3x) (9b — Ta+3x) = (da +5b+ x)? 
L. z= VY9a? — 14ab + 92. | 
11. a+17b+2) MTa+b+2)=Ia+b+x) 
L. #— Va? + 34ab + B2. 
12. (ce — a+Tb? + +a+b)?—=4la +2a-+ 4b)? 
L. 2=Va?+10adb + (vel.Nr. 8). 
Man bringt am einfachsten ein Quadrat nach rechts, 
z.B. das erste. Dann läßt sich die Differenz der Quadrate 


rechts in zwei Faktoren zerlegen. Man erhält, nachdem man 
durch 3 gehoben hat, 


sa ta+b= (ze +a+5b)e +da+b). 

















[0 6) 

















A. Reine Eee Gleichungen. 3 
Die beiden folgenden Aufgaben werden am einfachsten 
in derselben Weise gelöst. 
12. 2a — 2b +2)? +4la +2b + x) = (da + 3b + 2x) 
L. <= Y(a—-b)(a+11b) (vgl. Nr. 9). 
12,. 13a +53b +52)? +9 -— a+b)”=4(Ta+3b + 2x)? 
L. 2= Va? +6ab +8. 
15. Ba +3b— 2)’ + (x —- 3a + 3b”= (a +b— 3) + 
82 — a+ b)? 
L. 2 =Ya? + D. 
Man vertausche zwei beliebige Quadrate von rechts und 


links, so erhält man rechts und links Differenzen von Qua- 
draten, die sich in Faktoren zerlegen lassen. 


13,. 22 — 3a+4b”? + (22 +1la+2b”= (« —8a+ 3b)’ + 
82 +8a+ 5b)? 
— Va? + 10ab + D. 
13,. B2x— 4a +5b” +2 +a”= (0a — 4a +b)?+ 
(22 — 3a + 4b)? 
L. <=YVa?’— ab + D2. 











ab cd ae 
14, a arg md. a a Let va 





Die Lösung der Aufgaben 14 bis 17, erfolgt am ein- 
fachsten, wenn man die Gleichung durch Multiplikation von 
ihren Nennern befreit. 














15. tg. el. 2. a 
16. et Eh art na Eree Ya 
17. en: Das 
De Re 
nn ee L.x=+1 
ig 240420 _b—204 2% L.2-yVarz 








aa 2b: b+-20— 2x 


4 A. Reine quadratische Gleichungen. 


Man schreibe die Gleichung als eine Proportion und 
wende den Satz von der Addition und Subtraktion der Glieder 














an. Das gibt zunächst E _ 5 = ‚dh Bed 
Ist nämlich u 
so ist auch: a) en! 
b) ee) 


A a 
Re 
und allgemeiner: 
mA+nB ma-nb 
) DAtgB patab 
mA+tnBbB ma-+nb 
De 











b 
f) ER ne, 
pA+qgB patgb Ä 
wo m, n, p und q beliebige Größen sind. — Nach der Thesis 


muß — = sein. Setzen wir demgemäß A=at, b=bt, so 


werden die Gleichungen a) bis f) identisch. 

Die Formel d) besitzt offenbar die größte Allgemeinheit; 
aus ihr lassen sich die anderen vorstehend angegebenen 
Formeln durch passende Wertannahmen für die Faktoren 
m, N, 2, Y herleiten. Man hat also allgemein den Satz: 


Wenn 
(1) 2 
ist, so ist auch 
(2) mA+nB _ ma + nb \ 
pA+gb pa-+gb 
Dieser weiterhin vielfache Anwendung findende Satz soll 
kurz als der Satz von der korrespondierenden Addition 
(oder Subtraktion) bezeichnet werden, das durch ihn ver- 
mittelte Verfahren, aus der Quotientengleichung (1) auf die 
Quotientengleichung (2) zu schließen, als korrespondierende 
Addition, oder, wenn man von (1) auf 
A a A—B a—b 
Ye ea oder auf B zur 
schließt, als korrespondierende Subtraktion. 
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Hat man rechts e statt re so schreibt man T Dann 
A . 
ist 1-3 woraus man schließt: 


gerri wArB .ceHt 
Bra —- 12 0,B ei 








=c+1 usw. 


Ist = gleich einem Wurzelausdruck, dessen absoluter 


Wert durch den Bruch — dargestellt wird, hat man also 


A U % 5 4 

een Ey, 80 ergibt sich sofort 
mA+nB mutznv A+B uzrv 
pA+gB putqv’ A—-—B uTov 





[Wegen der vielfachen Anwendung dieses Satzes bei den 
vorkommenden Aufgaben mögen noch folgende Beispiele zu 
seiner Erläuterung hier eine Stelle finden: 
































cz-+1 1) a—+b 
en AluoE en, 
DI 19 1917 
1,- 5.7 „ TRIERER d.h. =19 
c+1 ab a 
1; ee a 
>, RE ra 
> ET „ FI VER, 
ee 3 E 
Fer a ae Ro 
+4 a(m 1) 
22. Ber li „ pre 
ax + b Mm b(m + n) 
25. a ner 
ax — b n am — n) 

B) a+x_ m a+b +22 , mn 
Bahn? 2 a—b m—n?’. 
a+b a—b m-+n 

BEE 2 + 2 a 


EN Diese Form ist häufig 
m—n 

nicht so brauchbar, wie die oben gefundene. . Ähnliche Verschieden- 
heiten in der Form des Resultats finden in den beiden nächsten 


Nummern statt. 





*), Direkt würde man finden = 
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a—x Mm a— bb 3% m—n 
4. l = 























b+x Bea) Warn  m-tn 
20 ARE 
BD 3 mn 
a—-% a+b—2x c—i 
5 a ir Sr. FR 
N N el m! 
EN RZ lern 
64 PET 1 
u—ı b ® a—b 


Aus dem Verhältnis der Summe und der Diffe- 
renz zweier Größen kann man das Verhältnis 
der Größen selbst unmittelbar ableiten. 














u+v? a “ u+v  T/a+2b 
Rd | ER 
. = u? + v° a u? +9? + 2uv 
Hier hat man zunächst #7 — ,‚ daraus Bu: 3; 
2uV 2b u? + v* — 2uV 
a—+2b u 
Bea Jetzt radiziert man. — Aus dem gefundenen 


Resultat folgt nach 6 sofort 


u _yYa+?2b+Yya —2b 
v», Ya+2b—Ya-— 2b 








Daher der Satz: 
Aus dem Verhältnis der Summe der Quadrate 
zweier Größen zu ıhrem Produkte kann man 
sofort das Verhältnis der Summe dieser Größen 
zu Ihrer Differenz und somit das Verhältnis 
der Größen selbst finden. 


8 w„"—uvtvV? a u+v San 


—= -, woraus —— =) —_—— 
u? — uv-v? 2 u— vd 3b —a 





Wer nach der korr. Addition in diesem und in ähnlichen 
Fällen das Resultat nicht sogleich hinschreiben kann, der 


ha : u? + v? ut v 
suche zunächst immer EneN und daraus nach 7 erst e 


— So hat man hier 


ur?  a+b W+V? ab uwrvV 2a 


uv a—b’ 2uv  2a— 2b’ u Fu? eva 














usw. — Ähnlich verfahre man in den folgenden Aufgaben. 
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ut»! _ a ee 
. ARTEN TR TE, also u—v VYoa—ab 
10 w—v)’ a | "aan ygchunki 
Dr) b’ a Tee ae 
w+uv+v? a a ni a—b 
11. uv wen: ”» v—v ZU, 
u v’ a u-vV 
12, u+v: bb’ > Fr -Vrn 
13 wW“—uvtvV?_ a le 3b 
EEE b’ 2 u —v NV da—b 
14 3u?--2uv+3vV? a "u+v ] 4b—a 
"Qu?t3uo +20? db’ ? u—v V Ta—s 
15 u? SR v = u u AR v. = SUR 
: WO : b’ » u —v: a Va?— 4b? 


Man quadriert hier nämlich, multipliziert im Nenner 
’ 
mit 4 und bildet den neuen Nenner aus der Differenz des 
Zählers und des Nenners. Das gibt 
(u? + v9)? Da a? 
(u? + v9)? — Au?v? a? — 4b? 

Jetzt ist nur zu radizieren, um die angegebene Formel 

zu erhalten. Sind vu und v zwei Quadratwurzeln, so 


u? + v? 


sind die Wurzelzeichen im Quotienten = „3 Ver- 








schwunden. 








Man verfährt ganz, wie in 15.] 

Auch in den nächstfolgenden Aufgaben (19 bis 22) 
findet das Verfahren der korr. Addition zweckmäßig seine 
Anwendung. — In manchen Aufgaben wird durch Anwendung 
der korr. Addition ein Faktor sichtbar, durch dessen Fort- 
heben sich die Gleichung vereinfacht (29 bis 35). 

a+t4b+xz2_3b—a-+x u 5 3 
19. aAbtz a a ee L. <= Va? + 120°. 

Durch korr. Add. erhält man zunächst at on 


Wäre die Gleichung in der Form 


zta+4aıb a—Ab+x 
a a+3b— x 
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gegeben, so könnte man ein ähnliches Verfahren mit den 
Zählern und den Nennern der beiden Brüche vornehmen, wie 
man es oben bei der ursprünglichen Gleichung mit dem Zähler 
und dem Nenner jedes Bruches getan hat. Ist nämlich 














f AsEsU 
(1) RD: 
gegeben, so ist auch allgemein 
9 am N Gin m Arne nr are 
(2) een. 
(3) Ar, a Orr mArt nr RA 
B3 40 mB?—+nD? pb?+gD:? 








(4 Ve C_myA+nVO _ pA+gC 
“ b ee myB-+nyD pB-+qD wi 
wo m, n, p und q beliebige Zahlen sind. Der Beweis wird 


dadurch geführt, daß man = = E —=3, also Ze Det 


setzt. Dann finden sich die Werte der in den Formeln (2), 
(3), (4) auftretenden -Quotienten bzw. gleich z, z° oder Yz. 

Die Herleitung der Gleichung (2) aus der Gleichung (1) 
findet ihren Ausdruck in dem folgenden Satze: 


Sind zwei Quotienten einander gleich, so kann 
man beliebig viele gleichwertige Quotienten 
erhalten, wenn man jeden der beiden gegebenen 
Quotienten mit einer beliebigen Zahl erweitert 
und die Zähler für sich und die Nenner für sich 
addiert oder voneinander subtrahiert. Die Ver- 
bindung der Zähler gibt den Zähler, und die 
Verbindung der Nenner gibt den Nenner des 
neuen Quotienten. 


Im Grunde genommen stellt dieser Satz nur eine besondere 
Anwendung der korr. Addition dar. In der Tat läßt sich 
aus der Gleichung (1) zunächst folgern a -7 und hieraus 
wieder nach 18e): | 

mA+nC mB-+nD- mA +nC Tree 
C D e mB-+nD D B 


Die Häufigkeit, in der diese Anwendung der korr. Addition 








oder 


auftritt, rechtfertigt die Einführung eines besonderen Namens. 


Ki 


A. Reine quadratische Gleichungen. 9 


Der in Rede stehende Satz soll im folgenden als Korre- 
spondenzsatz (abgekürzt KS.) bezeichnet werden. 

Auch hier sind namentlich die Fälle zu beachten, in 
denen die Größen m, n, p,gq die Werte +1 oder — 1 haben. 
Man spricht dann von der Anwendung des Korrespondenz- 
satzes mit Addition oder mit Subtraktion. So hat man bei- 
spielsweise die leicht zu verstehenden Sätze: 

Aus der Gleichung (1) folgt nach dem KS. einfach 
durch Addition: 

Art 
ER) 7 B1®7? 
einfach durch Subtraktion: 
A EN 
5b .D 5L-—-D 
Hat man die Gleichung 
a — 32 +5 _a®) 
ma—52+3 m ’ 








so kann man den Quotienten rechts mit x? erweitert denken, 
den KS. mit Subtraktion anwenden und daher sofort hin- 
schreiben: 





32—5 a 
Bc—3 m 
Hat man 
a? —202c—1 Bez — A ** 





er an I aa — 645 
so kann man aus dieser Gleichung, indem man den ersten 
Quotienten mit 2, den zweiten mit x ‘erweitert denkt und 
den KS. mit Subtraktion anwendet, sofort hinschreiben: 
2 2x —4 
em 
Hat man die Gleichung 
2a+b+32 da—b 2b—a+x 
2db+a+3xz 4b—a 2a—b-+x 
bringt den zweiten Faktor der rechten Seite nach links und 
entwickelt, so erhält man: 





W. 





*) S. Arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik von 
E. Bardey. Neue Ausgabe, Abschn. XIX, Nr. 155. 

**) S, Arithmetische Aufgaben von E. Bardey. Neue Ausgabe, 
Abschn. XXIII, Nr. 118. 
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4a — b’+8ax — 26x +32” Ada—b 
4b? — a? +8bx —2axt3x Ab—a 
Denkt man sich den Quotienten rechts mit 22 erweitert, so 
erkennt man sofort, daß die Glieder mit x nach dem KS. 
fortfallen. Man hat ohne Rechnung 
4a°— b’-,522, 4a—b 
4b? —a: +32? db—a 
Ebenso erhält man aus der Gleichung («) nach dem KS. 
einfach durch Addition und Subtraktion sofort: 
Ca, 4b 
3b. Wo a 
z+5a+b  z=arb 4 1/72 MO 











USW. 














IE iin Lao=-Ver+Habrl 














„ 3a—b—x 5b—3a—+x 9-22 
Be L. = Va(a — b). 


a—2b+x 32 —3a+2b 
Bei dieser und den folgenden Aufgaben (bis 28) wird 
man durch eine geeignete oder wiederholte Anwendung der 
korr. Add. oder des Korrespondenzsatzes die Gleichung wesent- 
lich vereinfachen können, gelangt jedoch auch schnell und 
leicht zur Lösung, wenn man die Nenner fortschafft und die 
gleichartigen Glieder zusammenzieht, also den gewöhnlichen 
Weg einschlägt. 





34— 2b 38.1.8 —Ta-r,8b a/a TER 
= a—2b+x2 3x2 —5a+t4b L==-y®—b 





5a—bb-+x 3a—5b-+3x 1. 
ee L. <= V(a—b)(a+ 3b) 


, ab a, 7 Slate w — 
Al en engen: mes, L.2=Va’—ab+b 


25. 














e Tatb—x 3(a —b-+x) Be: 5 3 
27. ae En L. 2= Va? +14ab+b 





Kane Megane 5 ; 
28. ep BE ge un L. x = Va? — 14ab + b? 


Ta—b+xz ww a-b5b+% e 5 3 
DI ae Ti L. 2 = Ya? + 34ab + b2. 
a) Nach 18c) hat man hier zunächst durch korr. Subtr., 


um das x aus dem Nenner fortzuschaffen, 
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Tu br aa 50%) 
IDEE ENT: 


Ta—b+a)(a+b+z) = Sala +5b+x) usw. 


Ähnlich wird man in 30 bis öl, verfahren. Es hebt sich 
in den vier folgenden Aufgaben der Faktor a —b, in 3l, 
der Faktor a + b fort. Daß die Gleichungen diese Faktoren 
haben, erkennt man sofort, weil sie bzw. durch a —b=(, 
d.h. durch b=a, und durch a+5b=0(0, d.h.b=-—.a, er- 
füllt werden. 

b) Allgemeiner wird man, da sich in manchen Gleichungen 
dieser Art kein Faktor forthebt oder ein solcher nicht so 
leicht erkennbar ist, verfahren, wenn man den dritten Quo- 
tienten nach links bringt und entwickelt. Hier erhält man: 

Bat—2ab—b’+l2aa+n a 
35b?’+-2ab—a’+12be+x b 
Nach dem KS. (s. Nr. 19) müssen sich die Glieder mit x 
fortheben. Wendet man nach Streichung der Glieder 12ax 
und 12bx korr. Subtr. nach 18c) an, so erhält man nach 
Forthebung des Faktors a — b im Nenner: 








35a?—+ 2ab —D? = #7 

on F 

30 z+3la —b) a 32x +9a — Tb 
Bea dar 9 I Ta 


Ir 
er 2 2nrarb2 7 Vor dab 
ie 





== (7 USW. 











— V9a?— 14ab +90? 











aa b z-+b+5a 
4da+b+x a Ba+-5b— 3x = 7 
ar N a— Var. a2 


3Ba—+2b+x a 2a+Tb—x 





fer 























Sl, Late in kparr L. 2 — V4a? +3ab + 4b? 
a+b—x a 22+2a-+b 18 RE Te kr 
Em .=2 a 52 +3a—b Te = Var ab de. 


32 —3a+t5b db 2xta+2b 
Man verfahre hier und bei den beiden folgenden Auf- 


gaben, wie in 29b) angegeben ist. Eliminiert man dann nach 
18f) im Nenner x°, so hebt sich ein Faktor fort, hier 9a — 4b. 


b b 5 2 
a aakbte _SMetöhtie, „_yarasrn 
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3e+5a+3b a 22 +2a+ 3b un. 
er 2a. Dash cst+a—b L.%= ya +3ab+b 
39 2a+5b+3x a-+b 3a —b+2% 
"3a—5b+22z a—b 2a —b-+3x 


unsre 


L.z=-+a. 
Man verfahre nach 29b). Dann sieht man nach dem 
KS. sofort, daß sich die Glieder mit x, im Zähler 12ax + 12bz, 
im Nenner 124x — 12bx, fortheben. Es bleibt noch 
4a? + 8ab — 5b? + 9x? a—b 


9a? — 18ab + 55° 1 422 m an 











Nach 18a) 
13a? — 10ab +13? _4 
— 5a? +26ab—10b?-152? b 
Nach 18f), um links im Nenner das x? fortzubringen, 
13a? — 10ab + 13x a 


130 a? — 388ab 1306? 5a—13b 
15a? — 10ab + 13x? 
2(13a — 5b) 
sa or ab ar er 
3a—b+xr a—b La+?2b—x 
L.x= V2(@ + ®) 
2% 3at5b +2 ar+b 3Ba+b+x 











= ( USW. 




















EN a ne: 

L. & = Y5a? + 6ab + 5b? 

ZOLL ARE ORTERT 
2244 4b —ıa 22 —b 

L.x = Yab 

11a 7 5b Zu Ba b 3a—5b— x 
"7Ta+9b+3x 3b-+a 3b+5a-+x 

L.x2=+(a—b). 

Man verfahre nach 29b), hebe nach dem KS. die Glieder 
mit « fort und wende nach 18a) einfache korr. Add. an, so 
gibt das: 














19a?-+-30ab+15b’— x? a-b 
17a? — 2ab— 155 x?  a-—b 


Jetzt ist abermals einfache korr. Add. nach 13a) anzuwenden. 


99 a+3b+x 3at5b 3b—a+x 
N RATEN En an 


L.x = Va? — b? 
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3a+b— x Ada+sb 3a —b)—a 
3a—b+x2 Aa—3b 3c—b)+ta 
L.2=Ya? +2 
32 Tatb+2x 15a+b z-+4b 
erben an io ta «ia 
L.2= Ya? + 14ab + 2? 
m arıb 5a—?2b z—5a-+ Tb 





32,. 





























32; Ba 5b 2a © —-5b-FTa 
L.x — Y9a? — 14ab + 9b? 

39 Tat+3b— x 6atrb 5x —Ta+1sb 

satz 6 La 5a Ti 13a 
L.x = Va? — 14ab + b? 

39 32 +13a+5b _ 10a —b 0 —3a+9b 





1035 135-150 106 a x —3b-+ 9a 
L.2—= Va? + 34ab + b? 


9a+4b—5x Ta—3b Ta+?2b+5x 
oda 52, Tb— 3a Tb12a-t dx 


L.2 = Ya? -+3ab +? 


5a—3b+ x? Ta— 9654 3% Rays ars 
van. kw Vet 14ad +90 











32 











Um das & rechts im Nenner fortzuschaffen, wende man 
nach 18c) korr. Subtr. an. Das gibt, wenn man die Differenz 
der Quadrate in Faktoren zerlegt: 

(5a — 3b + x)? EU RR 3% 
2(a+b-+x):-8a—b) : 16(a—b) 





USW. 












































a+5b+x _Aar1Tb+x BIETE 5 
0: (a) tr L.2=Ya? + 34ab +b 
Ta—b+X Ta+b—x 2 
33,. ) — ira 1o=Vor+ 3dab+b 
42 +3a+b 62 +9a—+b Et 
33; Dr) get 90 ta L.2—=yab 
z+a+25\% _22+30a+ 7b 2 ae rag 5 
an, nn ars L.2z=-Va+3ab+b 
13a —3b-+x 4a+9b— 3x 
33,. nn) - br va I 8 Var + 82ad +9%° 
34 BE reTEe +1 
Eee 5 BE RE De 


L. © — Va? + 34ab + D? 
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Man bringe .den zweiten Faktor der rechten Seite nach 
links und wende nach 18c) korr. Subtr. an. Das gibt 
ak 
18(a +b)-16(a —b) a?’—b? 
(17a + b)? — x? = 288a? usw. 

3a db —au Ira} ‚a+3b—x% 
"9sb+a+x be? b+-3a+x% 

garen, 























L.x<=Va? + 10ab + b? 
34 ct ab N farb? Bere 
3° —-65) RE ER 
L.2—=YV2(a? + 0) 
34, rm (I) a—+4b — 4x 





























Ar Ab ab la Dead 
L.x=Yab 
34 142 —2a+13b u) 1427 — 13a + 2b 
PAD: Perlen. "142 — 13b-+ 2a 





L.x=YVa? — ab + b? 

132 —37a+19b [(5a+2b\2 1324194 — 375 
SER AT Ben I "132 — 195 37a 

L.x—= Ya? — 14ab + B? 

(2 + Ta +b) (ee — ab) wi 2m bay 

52 + 3a — 11b) (ce — a- 17b) 52 + Ta — 59b 

L.x =Va? — 10ab + b2. 

Man entwickele links und wende, um das x aus dem 
Nenner rechts fortzuschaffen, korr. Subtr. nach 18f) an für 
p=5, q=1. Dann hebt sich der Faktor 32(a — b) fort. 
— Da sich bei der Entwickelung 5x? forthebt, so ist die 
Gleichung quadratisch und muß sich daher auch auf dem 
gewöhnlichen Wege lösen lassen. 
or a+3b+42 3Ba+tz a+z 
"b+3a+4x 53b+x b+% 

L.x2=Yab 

3a—2r 3u—2b _ 9a+4b— 12x 

202 —a 2b—x a—+ 4b—4x 

L.2—=Yab 














se) 
Hi 
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42 —a+5b z+?2a+b z-+b 
ac —b+5a a t204a z-ta 
L.2= Ya —ab+D 


35 z+2a+b 32x +3a+b z+a+rb 

ee nme Ba—- 5. 1a had 

L. <= Va? +? 

a—+3b+% zb Wa r+brE 

Bene eb  tatb—E 

L. <= Va? +? 

n Br2o FE 3er Ha —b a+b+e 

Beh so - at  alb—x 

L. = Va? — b2 

327 74a—b z+2a z-+2a—b 

32 b4b—a 2b xz+t2b—a 

L. = VY4a? — Tab + 4b? 

95 34 —2b+32z a+2b+x _2a—b-+2x 

98: Boa 950 735 I Datz 25—-at2x 
L. <= Va —-ab+b? 

95 3sat+2b+3xz a+2b— 2x z+2a—b 

öl 


Bes br 3a t2u 2-2 La 


L. <= Ya?+ab+ 

4a— br 13a—b+x _Watb—x 
"Ab—a+x 13b—a+x 1b+a—x 

L. <= Va? + 34ab + b? 
S (a+2b+2)+(b4+2a — 2x)” 5a+t4s4ıb— 3x 


rl —- 2-22 5Ba—4b— 3% 
L. <= Va? — d? 


(4da— 3b)” (4x +55)” 5x-+3a+ 4b 
" da+3b? + (42 — 50? 5x:-+3a—4Ab 


L. 2—= Va? + b? 
6x +9I9a+b Bas lt al 97205) 




































































6. sa so al ab 2% 

L. 2 = YVab. 

Man bringe die linke Seite der Gleichung auf einen 
Nenner. — Diese Gleichung ist nur eine andere Form der 


Gleichung 33,, wie die Gleichungen 36, und 36, nur andere 
Formen der Gleichungen 33, und 33 sind. 
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36 Ma +-b—- 2  a+1i7b—x N Bad) 
a a ee, 
L. 2= Va? + 34ab + b? 
36 Ta— ab 82 1040-790 re 
2 Ba—abIx bb - Sort zuman Base 





L. x = V9a? — 14ab + 902 


a7. 


1+32 +52) +32 +5) 9 





Man kommt 


schließlich bei 


L-+22 Fo) Ber Ppamt 


einfacher gewöhnlicher 


Rechnung auf @«— 22? —+-1=0. Daraus durch Radizierung 


mel), 


38, Ve—1+V3— a? 
V3®—1—-YV3-—e? 





Man wende korr. 











a a—+ab+b? 
me oe Ley 


Addition an und quadriere etc. — 


Ähnlich verfahre man bei den folgenden Aufgaben (39—44), 
Ist die Wurzel fortgeschafft, so kann man noch einmal korr. 


Add. anwenden. 










































































Vi++yV1—a? a BIAaRE 
3. vitz_-yı- a 5 L.x=|] a?’ —b? 
ER 3 
142° 1 VYı a: b(3a? + b: 
a. L 5 I We a: En 
v1+2?—Vı—a? (a + 36°) 
1 Vıte®+Vi-e a 1, ee Aab(a® 05) 
eier + 
Ve:+ 1 + Ve—1 a __/a(a*-+ 10a@*b?-- 55°) 
a Va u La - Ve 
Vet +1 Vai 2; _ /(a?+ b?) (a? + 140?b?- 69 
“3. Va a b L. & -V/ 2ab(3a? + b?) (a? —+ 30°) 
ei. © at" Fa 
Ya bet 


Sind 


statt a und 5b gebrochene oder 


größere ganze 


Zahlen gegeben, so wird die Rechnung am einfachsten sein, 
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b n > 
wenn man (=) = setzt, erst c berechnet und daraus 


as 
Ve-iı 
45. aVm + © — bYm — © =Ym (a? + b2) 


2abm 





Bei dieser und den folgenden Aufgaben sind die Wur- 
zeln durch Quadrieren fortzuschaffen. Welche Wurzelgröße 
man zunächst am zweckmäßigsten isoliert, hängt von den 
Radikanden ab. Es muß sich nach dem Quadrieren mög- 
lichst viel fortheben und nur noch eine möglichst einfache 
Wurzelgröße übrig bleiben. 


46. YAa+b—42x —2Ya+b—22—=Yb 
L. 2=YVab. 
AT. V3a— 25 +22 — V3a— 25 — 22 =2ya 
L. 2=Y2a(a — b). 
Baer 22 - Va — 90-62 —-AyVa—b 
1 | 
49. YBa—-4Ab +52 +YVr-a—-2YVx-+a 
































L. 2= Va? +b®. 
50. V3a—4b+52-Vr -a-2V72@—) 
L.2z=Va? +. 








51. VB — 3a +4b+Y5z — 3a —Ab=2Yxr ta 
Ir 2—YVa? +, 

Dar 22 Var 9b 62 —- 2V2a+b—- 2x 
L. 2=Va(a+b). 

53. 2y2a+b+22+Yy10a+b—-62=Y10a + 9b — 6x 
L. <=Val(a +b). 

07.720 7135 + 142 + V3(b-- 2a + 22) =2Y2a—b+2x 
L. 2 = Vo? — ab +. 

55. VBlatb+tm) Ya Tb_-z=2VTatb—a 


L. 2= Ya? + 14ab + BR. 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6, Aufl. 2 
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6. Varb +) +Va-D)b-n)-VarnDb-n 
+Y(a— a) (b-+«) 
L.2=0. 

Die Gleichung läßt sich, indem man das 2. und das 
3. Glied umstellt, auch so schreiben: 
Va+z(Vb+z-Vb- 2)=Va- 2: var 

Um diese Gleichung zu erfüllen, kann man setzen 

1. VYa+z=Va—x 
3. YVPtx-Vb-z=0. 

Das nennt man eine Gleichung zerlegen (vgl. 92). 
Beide Partialgleichungen liefern hier dieselbe Lösung, x — 0. 
Man kann auch gleich quadrieren. Das gibt sofort 2—= (0. 
57. <+YV(2-—-a)(2«—-b)=Yx(x — a) +Yx(a — b) 

I. 2 = 00 (sg1°10), 

Auflösung wie in 56. Die Partialgleichungen werden hier 

1..VYxe—- Ve —-a=0. 2. Vve-Verıı 

Beide liefern denselben Wert für «. 

58. Vata)@+) + Va-2)@-b)-2YVaz 
L. 2=YVab. 

Man kommt nach Fortschaffung der Wurzeln schließ- 
lich auf «— 2aba?+.a?b’=0. Daraus folgt durch Radi- 
zierung 2 —ab=(. 

59. Va + a)(@ +5) — Va-a)(@ =) - 2Vbz 

L. <=Vab. 

60. Va(a +2) — Vr(a— 2) = Va(2x — a) 









































L 2=4aY2. 
61. Vela—&) +YVx(a+2)—= YVa(2x + a) 
L. 2=4aY2. 
1 1 2% 
% 1ayıza a m 
L.xz=+3. 


63 Ve u Ba 
Vie ® . ayı —b?+by1 a? 
L.x=aV1 —- #® +byV1 —aR. 
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Durch Fortschaffung der Wurzeln aus dem Nenner im 
3. Gliede erhält man rechts ab — Y(1— a) (1— 2). Dann 
läßt sich aus dem Ausdruck 1 — (ad -Y(1—- a) (1 — 03)", 
der den Wert a?(1— 5°) + b2(1 — a?) +2abY(1- a) (1 — b2) 
hat, die Wurzel ziehen. — Auch auf trigonometrischem Wege 
läßt sich die Lösung finden: man setze 











we sna Üb=sndn ia —=sine 

Das gibt nach einigen Reduktionen 
cos& = sin« - sinß — cos« : cos ß 

—= — cos («a +) = cos[r # («+ P)]. 
Also&=r7# («+ ß), mithin 
sin&—= + sine +ß)=+(sin«.cosß+cos«-sin ß) usw. 

6A. © —YVax a a— ya _ x —a 

atyax x-VYVax q 
L.e2e=-+.0. 


Man bringe die Bake Seite auf einen Nenner. Da die 








Nenner den gemeinsamen Faktor Yx + Ya haben, so er- 
hält man | 





(1) (x — a) (Vz — Ya) Erd 
Vaz(Vx + Ya) m 
Damit nicht ungehörige Wurzeln in die Gleichung kommen, 
muß man jeden Bruch möglichst kürzen. Hier kann man 
links durch Yx +Ya kürzen, dd c&—a=(Vxz+Ya)(Yyx« vo) 
ist. Dann bleibt 
VE— Va)‘ _ (Va+Ya) (Ve—Ya) 
Vax a 4 
d.h. 1) VYx — VYa=0 usw. (s. 92). — Man erhält dieselben 
Wurzeln, wenn man schon die Gleichung (1) zerlegt in 
Vx— Va 1 
ee) 2) 3 
rear) ©." 
65. Va+t9a@+b+Va-DV@—b 
ö Va+ma&+b— Va— x) («—b) aa 
L. 2x =Vab. 
Man quadriere, wende korr. Addition an (18a), hebe 
durch «+ b, quadriere noch einmal usw. 


























2* 
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66. Ve 2d5+22 (Ya-+y2la — b))” 
2b —22 2d-a 
L. 2=V2a(a — b). | 
Man transformiere die rechte Seite der Gleichung, indem 
man Zähler und Nenner mit Ya — Y2(a — b) multipliziert, in 
Va+ 2a) 
Vamy3aa db) 


quadriere dann, wende korr. Add. an usw. 











67. Va+2+YVa—- = Y2a 
L.x=+a. 
Man erhebt zur 3. Potenz nach der Formel 
u+v?=u+vV+B3uV(u + ov). 
Das gibt 
(a+2)+(a— x) +3 Ya! — a2: Y2a — 2a 
d.h. Va? — a? — a? nn usw. 


68. Va+tz+Va—-2=2YVa 


Ier.='1): 
69. Va + 0) - Van + Va) = Var 
L.2<=0. 


Die Gleichungen 63 und 69 hängen eng miteinander 
zusammen. Multipliziert man sie miteinander, so erhält man 
die identische Gleichung 


(Va er (Va — 2) = 2a. 

Vermöge dieses Zusammenhangs kann man die eine der 
beiden Gleichungen auf die andere reduzieren; da die 
Gleichung 68 leichter zu lösen ist, wird man 69 auf 68 
reduzieren. | 
70. Ve +2) + Var’ ’+Ya-a) _ 

Vat a: Va? —_ — un? ea: 

er T 

L. = acV > —; 2, gibt = + 2a. 
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a) Dividiert man die gegebene Gleichung in die iden- 
tische Gleichung 
| Va+a)° -Va=a) Ar: 
Var’ +Va-ay « 
so erhält man nach der Formel "+ v?= (uEv)(wW"Fuv-+v) 
sofort 
(«) Vatx +2 — Va — —# nn 
VarzıVa=z % 
Wendet man jetzt korr. Add. an, kubiert und wendet 
abermals korr. Add. an, so ist x ea 
b) Ein oft zweckmäßigerer Weg bei Gleichungen ähn- 
licher Art ist der, daß man durch korr. Add. aus der ge- 
gebenen Gleichung direkt zunächst den Ausdruck links in («) 
sucht. Nach 18, 8 erhält man 
f a ee u 
kW Ver 3. 
(B) Veen el) en 
Vatz+Va—x 
Multipliziert man diese Gleichung mit der gegebenen, so 
erhält man sofort 


(7) = eV. 


c) Auch aus der Gleichung (ß) kann man & direkt leicht 
entwickeln. Man behandelt die Gleichung, wie es in a) in 
bezug auf die Gleichung («) angedeutet ist. Das liefert 
sofort (y). 

d) Auch auf dem gewöhnlichen Wege kann man aus der 
gegebenen Gleichung leicht x finden. Man hat 


-YVa@+D?+VYla-D]-(c+1Ve — a. 


Diese Gleichung ist nach 67 von ihren Wurzeln zu be- 
freien. 


vie: - 


eye: I Be 
I ge c+®) ar 


Kubiert man direkt nach 67, so fallen zwar die Wurzeln 
sogleich fort, aber man erhält 
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e-Vozser 
wobei man nicht so schnell übersieht, daß der Radikand sich 
noch vereinfachen läßt. Man hat nämlich: 
®—35c—2=(c+1)’(ce—2) 
®—3c+2=(c—1)’(c+2). 
Die Auflösung nach 7Ob) liefert direkt den einfachsten 
Radikanden. Man hat mit Hilfe der korr. Add. 


(ya ++ Va=_, 1, At He Hazet _c+1 
3 x 






































Vi—a’ Vera Vie Va 
3 3 3 3 3 
Varta’ + Va _e Yite-N=e_yjez2 
nl - - - a . 
nenne: En Van 


Die Multiplikation der beiden zuletzt gefundenen Glei- 
chungen liefert «. 


72. ya + 2)? +Va=a)? r. 
VireHVi=a) 


1 Ka LE ARE 
L.2—- te y2e-1; e=2 gibt = + 











Hier ist ebenfalls der in 71 angegebene Weg einzu- 
schlagen. Man muß zunächst mit Hilfe der korr. Add. auf 
. die Gleichungen («) und (ß) zu kommen suchen (vgl. 18, 12). 





Ba—c 
L.x=4(a+ 9V er = 
a—234, YVe=12 geben «— + 109. 


a) Der einfachste Weg besteht darin, beide Seiten der 
Gleichung zu kubieren, und bei der Kubierung der linken 
Seite zu beachten, daß 


w+V?=u+V+3u+v).uv 
ist. Dann findet sıch 


a+3Ve-VYa+z)-Ya—r=c, ae usw. 











b) Man dividiere die dritte Potenz der gegebenen Glei- 
chung durch die identische Gleichung 


Varta)’ + Ya a) 2a 


lau a 
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Das gibt unter Fortlassung des beiden Seiten gemein- 
samen Faktors Va +2+ Va —ı 
(Vatz+Va-a) urer. 
Va+z%-Ver-—ei+Va—a: ?« 
Hieraus folgen, wie in 71, mit Hilfe der korr. Addition die 
Gleichungen 
Vats’+Ve Ze+Va-n a+e 
Ve+s’—-Ver—r+Va—an: °@ 
Vat2z—Va-x Ay 
Vetz+Va—z 
Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert —. 
Dieser Weg ist auch für die folgenden Aufgaben (bis 80) 


am meisten zu empfehlen, da er den in der Lösung auf- 
tretenden Radikanden gleich in der einfachsten Form liefert. 




















c) Auch folgender Weg, der für Gleichungen von dieser 
Form auch bei Wurzeln des zweiten, des vierten und des 
fünften Grades zum Ziele führt, ist sehr einfach und be- 
sonders bei Zahlengleichungen anwendbar. Da die Summe 
der Wurzeln gegeben ist, so sucht man zunächst ihre Diffe- 
renz, sieht diese als zweite Unbekannte y an und setzt 
demgemäb 


Va+z-Va—2=yY. 
Kombiniert man diese Gleichung mit der gegebenen durch 
Addition und Subtraktion, so erhält man 


a+% — (Ve + y) a— = - er y). 
Die Addition dieser Gleichungen gibt 
Sa=c+3yYye, 


liefert also y. Dann ist x aus einer der Gleichungen oder 
aus der Differenz derselben zu bestimmen. — Es sei z. B. 
gegeben 


V234 +0 +V234 —- 5 —= 12. 


24 A. Reine quadratische Gleichungen. 


Setzt man die Differenz der Wurzeln gleich 24 und verfährt 
wie angegeben, so erhält man 


234 +2 =-(6+Yy), 234 —-2—- (6 — y)° 
324 = 6(6°? +39), dh.y=+1, 
also <= + 109. 
74. Ya + ©? - Va a +Va- :-Ve 


I —E,a=16,VE=19ga—- +4. 








15. Vera. Van 
Va? — a? 


ee ro; 036, ee 
16. (Y(a + 0) — Vezep Ve +2 ae 
L.2=- (80 - Vs; = 14, 0=16gr— +18. 








17. Var NEED Vene 
L.2=(a- 0) VE; a = 185, c = 580g.8 — + 158. 








18. rap ern 
Vatz-Vae 


L.x=(a+ Ve, a= 140, c = 2409.27 — + 16. 


Hebt man links durch den Nenner, so erhält man die 
Gleichung 75. 


79. (a + ©) Vatz—ta—a)Vya—a_ 
Vetz—-Va—x 
L. ae a= 36, c= 1208.02 = + 28. 


4a’ 





—=cC 





Auch hier ist wieder der Zähler durch den Nenner teilbar. 





go, Vat? Ver +Ya-a)) 
Va tz +Va—x 
L.2=- °F eygaßc—a); a— 14,c= 12— ga— +18. 





=(C 
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Man benutze die schon in 73 benutzte identische Gleichung 
Va +2)’ +Va a)’ = 2a, 


erhebe diese ins Quadrat und dividiere sie dann durch die ge- 
gebene Gleichung, so erhält man 


(Va+tz+Va—- 2)’ = 


Jetzt zieht man die Kubikwurzel und löst weiter, wie in 73. 


gı Vatz+Va-a) _ 


4a? 
ce 





Vetc+ya — x : 
Lg = , a—=Al, c= 128.2 + 40. 


Mit Hilfe der korr. Add. kommt man leicht zum Ziele. 
Man subtrahiere den Nenner vom Zähler, quadriere, sub- 
trahiere nunmehr den Zähler vom Nenner und radiziere, so 
erhält man 

Vatz—YVa—a _V2c—e 
Vatz+ya—x 1 

Hieraus folgt durch korr. Add., Quadrieren und noch- 

malige Anwendung der korr. Add. 











a 2YV2c— c? 
Dh 2 —e! 





Auch auf dem gewöhnlichsten Wege durch Fortschaffen 
der Wurzeln gelangt man zur Lösung. Man bestimmt zu- 


nächst Ya? — 2°. 


82. (Vx ER e)" (Vx DE a) = 2c 
r Ba z2aete 
2VY2ac— ce? 





Man schaffe alle Wurzeln fort. Oder man dividiere die 
gegebene Gleichung durch die identische Gleichung 


Ve + a -V(@ — a)! = 2a. 
Das gibt 
(Vetat+Va-a)” _e 
Veta’+Va-a® “ 
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Durch korr. Add. kommt man jetzt leicht zum Ziele, wie 
in 81 angegeben. 


era 
Vx ta—Ve-a 2c 


C Le a a 
L0= 2C 2c— a 


a:= Bl2,e= 225 2 geben = + 313. 











Man multipliziere die gegebene Gleichung mit der in 82 
angegebenen identischen Gleichung. Das gibt | 


(Veta+Ye—a)’ _a, 
Vetatya—a © 


Dann weiter, wie in 81 oder 82. 








in) 
Vollständige quadratische Gleichungen einfachster Art. 
34.2 = 1-— 2abz 
L.2=—-ab+YV(1-a) (1 — 22). 
Diese Gleichung hat eine trigonometrische Bedeutung. 
Ihre Form erinnert an die bekannte Relation 





cos ?« + cos?B + cos?y +2 cosa-cosß-cosy=1, 
mit der sie identisch wird, wenn man a =cos«, b=cosß, 
x%—= cosy setzt. Das reimt sich auch mit der Lösung, die 
man in Gemäßheit dieser Substitutionen in die Form 
2 = — c08«@: cosß + sin« - sinß = — cos(« + ß) = cosy 

bringen kann 
5 + 9? = 2ab + 2ax + 2br 

L.x=a+b+2Yab. 
86. (a — 2” + (re —b”’=(a—b) 

L.z,=a, ,=b. 

Ist eine Wurzel einer quadratischen Gleichung 
rational, so gilt dies auch von der anderen. Kann 


B. Vollständige quadratische Gleichungen. >% 


man daher eine Wurzel erkennen, so wird sich die andere 
meistens von selbst ergeben. Damit ist dann auch die Auf- 
lösung der Gleiehung überhaupt gewonnen (s. 92). 
86,.. (a — ©) —- (a— a) —-b)+ ca — b" = (a — b)” 
L.2,=a, %=b. 
86,. (a— 2)’ + (x — bV= (a — b)? 
L.a=a,%,=b. 
87. (9a +b— 10x) (9a + 255 — 34) = (9a + 5b — 14x)” 
Lm=-an=b. 
37. Ba+3b—82) +16 227 —3a+b)—= (l3a+5b—187)° 
L.z,=a, =b. 
Über die Auflösung s. Nr. 12. 
87,. dSa+4b— 2” + Bx —3a+ 2b” = da+4tb+ 2)’+ 
(Ba+2b— 5x)” 
L.2=a, =). 
Über die Auflösung s. Nr. 13. 
15a+8b— 32x 5a+4b+%x 
ar 3a 20 x 
Über die Auflösung s. Nr. 18, 19 und 23. 


Bbat6b 4x 15a+14b+56% R i 
ur Ba ti2b= 2: 154 +28b— 8x L.2=a,b. 





87,. Da 





2a+b—-x acxcH+b 


ST; ei. db x -+a 





Isa. 


a) Man bringe den zweiten Faktor der rechten Seite 
nach links, entwickele und schaffe mittels des KS. oben ax, 
unten bx for. Um x? im Nenner fortzuschaffen, wende man 
korr. Subtr. nach 18c) an und hebe durch a —b. Das gibt 

2a +ab+bx — x? 
2a + 2b — x 
b) Man kann auch direkt korr. Subtr. nach 18c) an- 
wenden und erhält 
2a db— = ax-tab 
a—b Be _- De 
3Bsatb— x a2xc-+b 


ter 3dLa_a Se b axta Id, b. 





= (4 USW. 





USW. 





hier 


89. 


N. 


ıb+3a— az 2bta 2b+3a-+x 


'6db15a— az 36+2a 4Ab+5atx 
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3a+2b— 22 a =+2b Le 
. en , . 


ab Ton ara 134 


4a+3b— x 2a+tb 2at3b+x 





Nach 87,a) hat man 


4a+3db— a (2a+b)@a+3b+2). 
ab - a-batrranı 


4a+5b— 32 "2a —b 32% —2a-b 














24p Ta Bam abe al ar ann ’ 


ba+5b— x 3a+2b LAa+5b+x 





a?(d — 2)” = b’(b— x) 
2 b? 
L.2=a+b, 9 
Ohne die quadratische Gleichung aufzulösen, gelangt man 
durch Radizieren leicht zum Ziele. 


a(b — 2)’= b’(a — x)” 
2ab 
a+b 
az bed, ar 
(a +b 22)? (a+b)? 
L.2,=0,,=a+b. 


L.2%,=0, = 





Man erkennt hier leicht, daß <= 0 der Gleichung ge- 


nügt. In diesem Falle kann die Gleichung kein Glied ohne & 
enthalten. Man hat daher bei der Entwickelung nur auf 
die Glieder mit &° und x zu achten. Die bekannte Größe 


muß von selbst verschwinden. — Nach dem KS. erhält man 
auch sofort durch Subtr. 


gn. 





x —(a+b)x a’ b* An 
22? —2(a+b)e (a+5” 


®—(a+b)e=0 usw. | ’ 
a—o’+@—b _a’+b° 


(a — 2)? — (a — bi aM 
208 


ne a u SU nn ad a a U u 





L.2%,=0,%- 


B. Vollständige quadratische Gleichungen. 29 
CE 3 REN NN 
91.. (a — )’+(x RG b 


BR — (a —b)un. a-tb 
a?—+4ab +b? 

1 rn 

91, (a — 2)’ + («© —b”? a?’—b? 


Bzair ad’ a’ +d 











L.x2=0,a+b. 
ao’ +a@—b’ _ 

Ye Warten 
Ber d,.b. 


Die Gleichung läßt sich durch (a — 2) + (2x —-b)=a-—b 
heben. Dann bleibt nur (a — x) (@« —b)=0 (vgl. 92). 

92. (a —-x)(2e -b)=(a—r)(c—x) 

wre =ilbc). 

a) Eine Gleichung [zerlegen heißt an ihre Stelle 
zwei oder mehrere andere setzen, deren Lösungen zugleich 
die Lösungen der ursprünglichen sind. Eine Gleichung läßt 
sich stets zerlegen, wenn beide Seiten derselben einen ge- 
meinschaftlichen Faktor haben, welcher x (die Unbekannte) 
enthält, oder wenn der linke Teil der auf OÖ gebrachten 
Gleichung einen solchen Faktor enthält. Durch die Zer- 
legung der Gleichung kommt man schneller zur Auf- 
lösung als auf irgend einem anderen Wege und gelangt 
auch da oft noch leicht zum Resultat, wo sonst verwickelte 
und umständliche Rechnungen unvermeidlich sind. Der obigen 
Gleichung wird genügt durch «— 2 = und durch »—b=c—.. 
Man kann also an die Stelle der gegebenen Gleichung die 
beiden setzen: 

))a—-x=0 2) c—-b=c—a. 
Die Lösungen dieser Gleichungen müssen zugleich die der 
gegebenen Gleichung sein. Diese ist damit zerlegt in die 
Gleichungen 1) und 2). 

b) Ist die Gleichung auf 0 gebracht und sind die 
Faktoren des linken Teils bekannt, so ist damit auch die 
Zerlegung der Gleichung gegeben. So zerlegt man 

(a —- 2) —-x)=0 
in: l))a-x=0 2)b—-ı=(0; 
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denn nur auf diese Weise kann der Gleichung genügt werden. 
Es sind also die aus den Gleichungen 1) und 2) sich er- 
gebenden Werte für x die Wurzeln der gegebenen Gleichung, 
&, =-aund =). 

c) Hat der linke Teil der auf OÖ gebrachten Gleichung 
mehr als 2 Faktoren, so liefert jeder Faktor, der x enthält, 
— () gesetzt, eine Wurzel der Gleichung. Die Gleichung 


x(a2 — ce) (ms+n) (ce —p)=0 
zerfällt z.B. in die 4 anderen 
1) z=0, 2) ar —c=0, 3)ms+tn=0, 4x —-p=(0, 


muß demnach die 4 Wurzeln haben: 
u =0 = eo. an 


d) Hat eine Gleichung, gleichviel ob sie auf O0 gebracht 
ist oder nicht, einen Faktor x, so muß sie auch eine Wurzel Ö 
haben. So liefert die Gleichung. 


a +br=0 
die Wurzeln 


% =OQ und y-—4; 
denn sie läßt sich zerlegen in 
l))z=0 2) ac +b=0. 


Die Gleichung 
ax? — bx = ca? — dx 


würde sich zerlegen lassen in 
Dez) 2) aa —b=ca—d, 
und folglich die Wurzeln liefern: 


EG 
ger 





Die Lösungen der folgenden Aufgaben (93 bis 104) 


werden nach diesen Erörterungen leicht hinzuschreiben sein. 


Brand. te Dr 
9. =(a+b)2.n..". sen 2-0, Te 
9.20 + (a — 2)? = al NEL u Se Den 


% 2° +la—- 2)” =la-2:% . Lu, =0, u = 


ee Me. 
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9. (a —- 2’ +a—b’=-®+% La, =0, m, =-a+rb. 

98. (a — a) —b)+ab=0. . L.x,=0, ,=a+b. 

99. (a — 2? — (a — a) —-b)+ (lc —b”’=a?+ab+P 
L.2,=-0, ,=a+tb. 














100. = 1%? =o®—-1)... . La=1, er 
es a D—c 

Denen an =, 

u Eee Daran 8. 
aA—C—X ÜaA— C—X 92 


103. @ — a+b) a —-a+c)=(a—b? — x 
b—c 
nn 
104. 2 —- a”? —» +(a+b—a)(b+c—a)=0 
L. u =a-+tb, I EIS. 


2 
0 


105. (a +b +)" —- 2a+b+ezeta=0 





L. u =a—b, do = 





a 
J# -1l, wur 

Hier bemerkt man leicht, daß «—=1 der Gleichung genüst. 
Kennt man aber eine Wurzel einer quadratischen 
Gleichung, so ist die andere leicht zu finden. Zunächst 
muß diese, wenn jene rational ist, ebenfalls rational sein. 
Man bringt die Gleichung auf die Form 

+pe+g=d. 

Da das Produkt der beiden Wurzeln den Wert q haben 
muß, so ergibt sich, wenn &, die eine Wurzel der Gleichung 
ist, für die andere der Wert — 


Hat man die vollständige (einher 
Az? + Bi +0=(. 
der durch den Wert x, genügt wird, so muß also 
A® + Bo +C=0 
sein. Die Subtraktion dieser Gleichung von der identischen 


Gleichung A® + Be +C=Ax®+Bxe+0C führt zu der 
Gleichung 


Aa? — 22) + Ba—a)=A®+Be+t. 
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Da die linke Seite sich in die Faktoren («= — x,) und 
(A(& + x) + D) zerlegen läßt, muß auch aus der rechten 
Seite der Faktor (x — x,) ausgeschieden werden können. Der 
dann übrig bleibende Faktor muß den Wert Alz+x)+B 





— Aw + A, + B= An + HT # a _ 42 — © haben, weil 
1 11 
jaAx@®+DBa=-—( sein muß. Setzt man diesen Faktor 


AX— 2 —= (0, so liefert er für x den zweiten Wurzelwert. 


Bei der oben gegebenen Gleichung ist — 1 ein Faktor 
links. Der andere Faktor muß folglich sein (a +b + ce) —a. 
Dieser gleich Null gesetzt, liefert die 2. Wurzel. 

Diese Art der Auflösung kann auch bei den folgenden 
5 Aufgaben angewendet werden, erleichtert besonders bei 105, 
und 106 das Auffinden der Wurzeln. 

105,. arb—w _ a—+b—c 


c et 





L.., =, 8 =0a+b-—c. Ä 
105,. (a — 2)” +(a—b’=(a+b— 2x) 
4b —a 

— 
105, za +b—-)+(a+b+cüce-0 

L.%,=a+rb+r,. = -—e. 

105, np)” +p —- me tm —n=0 





L.-2, =0,, = 


a2 = bee 1 a— base 
het a—PH+r 

ai ea 
a ar gr 


106. 





ax? — bxc+ec % 
Du e—pety 7 














b en 
ax” —bxc-+c b 
0 rat 
EN N 
L. 2 = aB- Dos 





*, Diese Gleichung ist eine rein quadratische und nur des Ver- 
gleichs halber hierher gestellt. 
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107 ax®— bc + c a 











Multipliziert man diese Gleichung mit dem Produkt ihrer 
Nenner, so erhält man aa? — abz +ac= aaa — aße +ay, 
die quadratischen Glieder heben sich weg und die Gleichung 
erscheint als Gleichung ersten Grades, deren einzige Lösung 
der Wert x, ist. 

Indessen greift man bei dieser Multiplikation der Möglich- 
keit vor, daß auch der zweite Wert 2, — © auftritt. Diese 
Möglichkeit wird aber sofort erkannt, wenn man die Gleichung 
in die Form brinst 

& a 
an — Bxty axnt—bate 

Ähnlich liest die Sache bei der Gleichung 





Der t d e 
De a En 


die, sobald man beiderseits mit x” multipliziert, die Form 
einer Gleichung des ersten Grades mit der Lösung & = Sp 
annimmt. Aber diese Multiplikation geschieht unter der An- 
nahme, daß z von oo verschieden ist; daß man aber auch 
diese Annahme machen darf, zeigt die ursprüngliche Form 
der Gleichung, bei der für z= ® die identische Gleichung 
a= a übrig bleibt. 

108 #2 — (a+b)e+(la+cb=(a-+ c)e 

L.2z, = +, =b-.e. 

Bei dieser und den folgenden Gleichungen bis 117 führt 
der einfache und allgemeine Weg für die Auflösung einer 
quadratischen Gleichung am sichersten zum Ziele. Man kann 
aber auch die Faktoren aufsuchen und dann die Gleichung 
zerlegen. Bej der Aufsuchung der Faktoren ist, nachdem 
die Gleichung auf Null gebracht und geordnet, besonders auf 
das 1. und 3. Glied zu achten (vgl. 105). — Die vorstehende liefert 

1) #2 —-(a+b)2e+(a+0)(b—c)=0 

 ’e—-(a+g][e —-— (bb — c)]=0 

1.2 —-(a+c=0 2.2 — (b—ce)=0 usw. 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 3 
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Oder man schließt: Da die Faktoren des dritten Gliedes in 
(1) a+ec und b—c sind und ihre Summe a+b gibt, so 
müssen diese Faktoren die Wurzeln der Gleichung sein. 


108. (a — 2) b+2) + 2la+b)e=(a+x)b—-2)+ 
44° + a? — b? 


b 
L. = 





a—b 
, pP 3 


Man erhält nach einigen leichten Reduktionen 
4? —Adacx+@®—%=0, d.h. 
22 — (a+b)][22 — (a —b)]=0 usw. 
108,. (3a + 3b — 2x) (59a + 43b — 342) = (22 — Ta + b)? 
L.x=2a+b, 2b-+a (vgl.87). 
2a +b— 32 6a+3b+x, 





UN gen er pre ae (vgl. 87,) 
L. x =2a-—b, 2b —a. 
109.. 4a47b+4z 164-4135 6% 








WEB 5 

L.x=2a—b, 2b—.a. 

110. (2°—Ta+b)+16(Ta+5b— 4x)? (3la+ 236 — 18x)? 
L.x=2a+b, 2b-+a. 

110,. 9a +b— 2)” +(a+5b —32” = (Ta—b+2)+ 
(Ta+3b — 5x)” 
Lz<=a+b,a-—b. 

11l. 2a —b—- 2” +9a—b”’=(a+b— 2x)? 
L. «= 2a —b, 5b — 2a. 

112. (a +b+2)(b+c+2)=(da—b—x)(da—2b+c— 2x) 
L.x=a-—b, Ja —b+2ec. 

113. 2a+2c— 2)” = (2b+2)(da—b+3c— 2x) 
Lz=a—b+e, (@a—b+20) 

114. Ba— 5b +2)(da—3b— x) = (Ta—b— 3x)? 


17a— 1b 


5 


L.xz=a+b, 
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115. Ba—b+x)2a+b— x) = (da + 3b — 3x)? 
L.2=a+b, „(19a + 108) 
116. aka —b) bla —c)e+cb — )=0 


117. (ab AR ac+b)("+xc+1)+(a —b’= 
Zac+)(®+x+1)+(a — c)’x 


a—c a—b 
re 


118. 2a—b— 2)’ +(a—2b+x)=27(a — b) 
L.x=2a—b, 2b —.u. 
Hier ist zu beachten, daß sich die Gleichung u? + v’= 
(+ v)’ durch + v heben läßt, die gegebene also durch 
2a—b—-x + (a—2b+x)=3(a—b). Es bleibt. nur 
“—uv+V”=(u+v), d.h. uwv=0, hier 
2a—b—x)(a —2b+x)=0, also 
1. 2a —b — x =0 2. a —2b+2=0. 
118,. (& — 3a + 5b)’ — (x — da + 3b)?= 8(a + b)? 
L. 2=3a— 5b, 5a — 3b. 
Die Gleichung läßt sich heben durch (2 — 3a +5b) — 
(e—5a+5b)=2(a+b) usw. 
118,. (3a — 2b — 2)’ + (2a — 3b + ©)’= 125 (a — b)? 
L. <= 3a — 2b, 3b — 2a. 


3atb—z a+b a—b+x 
Sad, abe 


L.z=a+b,a—b. 





119, 





Man bringe den zweiten Faktor der rechten Seite nach 
links, entwickele und wende 18a) an (s. Nr. 32). 
ern, at br29—2b+% 
Bag -a-.b 3a-t2ı0T1x 
L.z=a+b,a—b. 
5Ba+4b— x ?2a+b a+?2+% 
Dre dba bI 9a 
L.x=2a+b,2b-+a. 





119.. 








120. 





Si 
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120 sat Tb— 2% 2a+b 2a+sb+x 
Ir 8HB + Ta— 2x 2b+ta 2b+4ta+x 

L. 2x =2a+b, 2b -+a. 


121 (en) - 25a + 9b — 34% 
" \2a2—5b+3a) 256b-+9a — 34x 
Da ıo,.b. 


Über die Auflösung s. Nr. 33. 


121 Er 49a —+ 25b — 74% 
I 22 —7btBal, 4961250 TE 
L22 = arh 


192. 5a + 2b 2ER 2a 30 FE mb (vol. Nr. 35) 























bat6b Lan 3a pa mp 1% 
L.2=a4a,b. 


122 2-80 — Ar ar6b ix rad Er 
" a+25—3% a—9b4+8z a—13b-+ 12x 








Bere 
123: 2 + ya =2=-a . . La Ve 


Zur Lösung dieser und der ihr folgenden Aufgaben ge- 
langt man am einfachsten durch Isolierung der in ihr auf- ' 
tretenden Wurzelgröße und demnächstige Quadrierung der 
ganzen Gleichung. Kommt mehr als eine Wurzel vor, so ist 
eine Isolierung von vornherein nicht möglich, dann wird 
durch die Quadratur eines aus zwei Wurzeln bestehenden 
Aggregates erreicht, daß nur noch eine Wurzelgröße vor- 
kommt, die dann leicht isoliert werden kann. 

123,. Kommt nur eine Wurzelgröße vor, so kann man 
sich auch bei Zahlenaufgaben mit Vorteil der trigonometri- 
schen Methode bedienen. Hat man z. B. die Gleichung 


9% + pyl-a? =r, 


so kann man &=sin&, y+ cos$ setzen, dividiert man dann noch 








die ganze Gleichung durch Yp?+ g? und setzt TR = Sing, 
PIE 

— 2 = eos«, so nimmt, wie leicht zu sehen, die gegebene 

Vvr’+ 4 

Gleichung die Gestalt an 


Y 


sın (& + «) ee 
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und liefert damit zwei einander zu x ergänzende Werte von 
&+«, daraus zwei Werte für & und zwei Werte für x; der 


Winkel & wird am einfachsten durch die are ige = 7 


bestimmt. 
Hat man die Gleichung gx + pVP— x®=r, so führt die 


Substitution x =1!sin&, tga = - leicht zu der Gleichung 


sn(&+«) = N EN sw 


Iyvp? +4 
123,. Die Gleichung 
ayP— —q 
nimmt mittels der Substitution <= psin& die Form an 
sin2g =, 
und die Gleichung DE 
ax=Yyb?’+ a? 


verwandelt sich durch die Substitution £=btg& in die 
Gleichung 


i :! 
sın&= dem: 


Dee —a).... wi. L.e- 
125. en DR A N Le, 
= 63 
De 2 via: = 5 
5 253 
L. 137 385 


«= 53, 13% &= 22, 62°; 51, 12°. 
125,. 3% + re 56 

12° Sr 

«—=53, 13%, &=67, 38°, 6, 36°. 
125,. 2289 — 0? = 120 

Ie2-=- +3, +15 

&— 61, 0975°, 28, 07250. 
125,. 412 = 9Y1600 + a? 

Tem +9 

— 22, 68°; 167, 32°, 
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126. Ya —-ztYe=-b-ya7ı . ! Da oa 


127. VY®—-z + V®tz=-atb 
L. 2, =0, = a — b°. 


128. Ya— x +yb-z=Va+b 








ab 
129° ya=z Va bb Var oz 
b 
I. 2,5, .-'T 





130.ya za vb 2 - Var 


aa 


130,. VYdaa+b—-5z+Y4b+a—5z —=3YVa+b-— 2x 




















L, 2=.a,b. 
130,. Y9a+b —- 102 +y95 +a—- 102 —-4VYa+b— 2% 
L.az=a,b. 








130,. V49a +5 - 502 TE Ya = op 138 
Viela 495 — 1702 




















Laer sa, db. 
TV EV ä 
Va-z—yYz—b Ya-a)(o—b) 
a?b+ ab? 
1;. a ae 8 
132 a +Dya—a-b+m9yVyb—a 
i Ve—z—Vb—-x 
2 b b? 
!ip 2 - „= X2©. 





5 ee 
Va-2 vVo-b 2 —b 
L. an yo 








2 
134. VezetVe-d _ ya 
= Ve—-a—-yVe—b el, 





Dee 
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a—%& +82 _ 
Yar VeE+] a—u 


1 eye 














Man RR subtrahiere 4 auf beiden Seiten und ziehe 
wieder die Quadratwurzel, so erhält man 
a—% DE er augen 
b+x a—E ve—4 
Dividiert man diese Gleichung durch die gegebene, so 
gibt das 





a—)—(b+2 Ve—4 

Er SR) 
In ähnlicher Weise kann man die 3 folgenden Gleichungen 

lösen. — Ist c eine Zahl, so sucht man am besten den Quo- 


USW. 








tienten ir: —=y als neue Unbekannte zunächst. Für 














e-3- erhält man x =35, = also rn ne 
 ” De 
136. Me a 
Be (atede 
L.2=° ey 
5 2 2ye +4 


Für a=39, b=1,c=-2- wird 235, 3. 


137. VizE+ Vo: 


Bar.b a—be 
Erz: 


Für a= 29, b=13, c-2-- wird = = 38, 4. 

















RE 1 e 
Für Er wird 2 = 


Ve re Dya 2, %, 
Va—z+yxs—b 
L.2,=a,=b. 








40 B. Vollständige quadratische Gleichungen. 


Setzt man VYa—z=u, VYb—-x=v, so nimmt die Glei- 

u? + v? 
chung die Form an “TV _ gb, also "ur to=a—b 
u v i x 


woraus wegen der Werte von vu und v folgt u-v—=O, d.h. 
entweder u=Ya— x—=0 odrv-YVb—-z—=0. 
140, 0 SD Ve m I ee 

(a — 2) Vya— z + —b)ya—b 

L. x, =a,2,=b. 





Die Auflösung geschieht ganz wie in voriger Aufgabe. 
Man erhält schließlich 


(a—2)(« —-b)(Yya—a+YVxe—b)=0 us. 
a—a)ypb+z+b+mDya—a _ — 
141. an Vab 


L.2,=0,.=-a-—b. 








Man kann links durch den Nenner heben. 


eye —a+a@—dYya—b _ og 
142. TE; a—b 
4a—b, 
3 





L.2,=a, % = 





Hebt man links durch den Nenner, so kommt man 


leicht auf BERN Nic > 
2(2—-a)= Ve —a)(® —b). 

Dann durch Zerlegung weiter. 

(a — 2) ya— cz + (b—a)yb—x 
143. 2 — — 

Ve—c+yb—x i 
a—+b 2 1 Sr ze 
Lee ne. VAe So 


Man hebe links durch den Nenner, schaffe die Wurzeln 
fort und löse in gewöhnlicher Weise. «= 10,b=2,c=7 














geben x = ee I 
(a — )ya—a+(b+a)yVb-+x a 
(a—a)yb+x+(b+a)Va— x 


 a—b a+b Vle+3)(e—1) 
Di ne ee 


a=9,b=4, e-14 giht 2 920: 














145. 


146. 


147. 


148. 


149. 


150. 


151. 


152. 
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a—x)ya—a+(a@—b)Va—b 
Wa-at+ya—b? 


u V12c—3 
I er rer 











2 TrORe | 
a9, 16,5, gibt 34,510. 


(a— 2) Ya —b+@—b)Ya—x 














a ea 
2) b°® 
L. nn = X 
+9 Va-=-0+2)V) == oe 
Va-z— Vb-x 


D a, %— X. 
Ve+y& _ 2ye _@+o) 
Va-Vz Vatyaz a@—a) 


wet, n=4 








1 ar 1 ER.2Yyb 
Vatz+yb-a Yetz—yVb—a amd 


(a — b)" 
ru 


ee der ek dm + d)a 


L. = 5 7 








un=b-—.a. 








Ver —b+Yye—-dze=V(a+ Dat) 
b+c C 
a, EUR. .d. 


Man quadriere, isoliere die Wurzel und quadriere nochmals. 


Ve—bz+Ve—mz YVa—bze—Yce— mx 
Va—bz+VYne—d Va—bz—- Vnz—d 


a c+d 
L. X SR Xg  mIn 





Durch korr. Add. (18 c) erhält man 





Ve—ba+ye— ms _ Va—be—-Ve—ms 
Ve—-m2e—Yne—d —-Ve—-mz+Yne—d 
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Die Gleichung zerfällt in 
1. VYa—bze+Ve—- me = —- VYa—bz+YVe— mx und 
2. Ve me — YVne—d=0. 


Auch das Heraufmultiplizieren mit den Nennern führt 
leicht zum Ziel. Man kommt sofort auf die Gleichung 


Va—-bz-Ve—-mz=YVa—bx-YVnx —d usw. 


SR 











nr a Vg an: _Va+2b+Yya—2b 
2b Ver2b yo 
a) Die vorstehende Gleichung wird für viele der später 
folgenden Aufgaben von Wichtigkeit sein. Sie kann folgende 
Formen haben: 








Li a 
a 
a1 a 

2 Bu Owen 


3. 29 — = +1=0 
4.b?— ac t+b=0. 

Gleichungen dieser Art heißen symmetrische Glei- 
chungen. In solcher Gleichung müssen, sobald sie geordnet 
und auf Null gebracht ist, die Koeffizienten der Potenzen 
von x einander gleich sein, deren Exponenten sich zum Grad 
der Gleichung ergänzen, oder mit anderen Worten, die an 
symmetrischen Plätzen der geordneten Gleichung stehenden 
Glieder müssen gleiche Koeffizienten haben. So ist z. B. 

at +b?+c®+bzt+a=d 
eine symmetrische Gleichung des vierten Grades. — 
Eine symmetrische Gleichung bleibt ungeändert, 
wenn man — statt & setzt. Ist daher 4 =a eine 


Wurzel einer symmetrischen Gleichung, so muß 


1 ; R 
auch z, — _ eine Wurzel derselben seın. 
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Die 2. Form der Gleichung ist für die Auflösung, wenn 
man die Wurzeln unter einer symmetrischen Form haben 
will, die geeignetste, die 3. Form für die gewöhnliche Auf- 
lösung und um das Verhältnis der beiden Wurzeln zuein- 
ander zu zeigen. Da das letzte Glied gleich dem Produkte 
der beiden Wurzeln sein muß, so ist bei symmetrischen 
quadratischen Gleichungen stets 


oder 
1 1 
y = - udg-—, 


d.h. die eine Wurzel ist der reziproke Wert der andern, oder 
die Wurzeln sind „zueinander reziprok“. 

b) Löst man auf dem gewöhnlichen Wege, so erhält 
man die erste Form des Resultats. Die andere Form kommt 
durch korr. Add. (s. 18,7). Man hat aus der 2. Form der 
Gleichung 

+1 a 


DU 
ee +1+2x2 a-t2b 


EEE, 
c<-+1 ı/a+2b 
nV 
2 ag re) 
2) a Va+2b— VYa—2b a) 
Indem man diesen Wert von x mit Va+2b+Ya — 2b 


erweitert, erhält man die erste Form der Lösung. 

















So weitläufig diese Auflösung zu sein scheint, so ein- 
fach ist sie in Wirklichkeit, und sie würde nicht minder 
einfach sein, als die gewöhnliche, wenn man sich für diese 
nicht ein für allemal die Formel der Lösung gemerkt hätte. 
Wer das Verfahren der korr. Add. nur ein wenig geübt hat, 
wird auch die Lösung sofort hinschreiben können. Überdies 
gibt es viele Gleichungen, wo dieser Weg der Auflösung 
nicht allein an sich der kürzere ist, sondern auch die weitere 
Entwicklung der Rechnung erleichtert, insofern diese ein 
symmetrisches Resultat erfordert, wenn anders die Rechnung 
nicht viel komplizierter werden soll, als nötig ist. Die in 
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diesem Buche vorkommenden Aufgaben werden dafür sehr 
viele Belege geben. — Die gewöhnliche Auflösung der qua- 
dratischen Gleichung wird auf diese Weise umgangen. 


c) Aus der Gleichung (1) ersieht man, daß us durch 
Ausziehung der Quadratwurzel gefunden wird; es muß sich 
daher auch, wenn man 


(3) "Ft oder 2177 (s.18, 1) 


x 1 


in der gegebenen Gleichung setzt, für ? eine reine quadra- 
tische Gleichung ergeben. Man erhält aus 2. durch Ein- 
führung von £ | 





CH +E—D?_ a 


2—1 b 
| a @ 
(4) BT, 


; 2b 
(3) :- VE 


bel eyar20 Vasen 
t—1 Yar2b— Va— 2b 





X 


Ebenso verlieren die symmetrischen Gleichungen höherer 
Grade durch die Substitution (3) ihre ungeraden Potenzen. 
Setzt man dann noch ?=u, so sind damit die Gleichungen 
des 2nten und des (2n + 1)ten Grades auf Gleichungen des 
nten Grades, die Gleichungen des 5. und 4. Grades auf qua- 
dratische Gleichungen reduziert. 

d) Die beiden Wurzeln der Gleichung sind nach (2) 


_ Va+2b+YVa— 2b _ YVa+?2b—Va—2b 
"Vat2b Van Vor ee 

Aus dieser Form der Wurzeln erkennt man sofort, daß 
dieselben zueinander reziprok sind, wie schon oben in a) be- 
merkt ist; denn 2, =1. 

e) Für die Berechnung, wenn a und b in größeren Zahlen 
gegeben sind, ist die 2. Form der Lösung ebenso einfach als 
die 1. Form. Setzt man, wie oben in (5), 


ee wait 
ar 











x 
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so hat man Es Be 
EN EUTF EEE 
f) Eine allgemeinere Form einer symmetrischen quadra- 
tischen Gleichung ist 
m®+ma+m  M 
ne nc-+n N 
Es empfiehlt sich, hieraus zunächst 
& +1 Mn — Nm 
x Nm — Mn 
zu entwickeln. Dann weiter nach b). 
Die folgenden Gleichungen sollen durch korr. Add. auf 
dem oben in b) angegebenen Wege gelöst werden. Man 
vergleiche die Beispiele 18, 11—14. Setzt man dort v—=], so 


erhält man Gleichungen, die den nachstehenden ähnlich sind. 
153,. Die Gleichung x + — = z läßt sich auch trigono- 














metrisch behandeln. Bringt man sie in die Form Ze 2 
1+:r° a 
und setzt jetzt 2=1tg5 = nn so erhält man leicht 


ß P 2b 5 \ 
sin2E=2sin&cos&E = —,, woraus sich dann für 28 zwei 


einander zu 2 Rechten ergänzende, für & also zwei einander 
zu einem Rechten ergänzende Werte ergeben. Es ist also 


a >, und man hat sofort  =tg&, u =tg5, = 


1 
cot&, = gi 
1 





Entsprechend läßt sich die Gleichung — _ — S in 
die Form bringen Fe a ?d Die Substitution x — tg & 
Ic c 
führt hier sofort zu der Gleichung tg28 = — > deren 
Lösungen (28), und (25), sich um zwei Rechte unterscheiden; 
+ & = 1 
es ist also ,=|$, +5, ale, nes 0m 


Diese trigonometrischen Lösungsmethoden sind z. B. auf 
die Gleichungen 164 bis 164, und 164, bis 164, anwendbar, die 


: . i a | C . 
sich auf die Formen «+ =, undz— _— 7 bringen lassen. 


154. en = a (yelı 18,3). 


Dr V3a—1 ad Pr ati +V@a—-YB—a), 
V3a—1-yYV3-a 2(a —1) 
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155. #2 +1=a(z + 1)? (vgl. 18, 12) 
RN i+Y2a—1 a+ypa—i 


1 y2a--1 1—a 
156. @ +1=a(& — 1)? 
r 2 Y-iHtl _ a+Yy2a—1 











V?2a—1—1 a—1 


157 +2 +c4+1 m 








(2 + 1)? n 
L „_ YrtV?mon 
Vnr -V?m—n 


Man hebe zunächst links durch < +1. 


NE Nelken a 


























co —1 n \c+1 

DIE 

1, (rt Yin— Im _ In —m+ Ymn— 3m) 
Vm — Y4n — 3m 2 (m — n) 


Die Gleichung hat 3 ungleiche Wurzeln. Man kann 
links durch &—1 heben. Dann genügt zunächst noch 
x2—1=0, und es bleibt schließlich noch eine symmetrische 
quadratische Gleichung. 


te +c+1 m 
a? — a —c—1 N 


re „_Yemortvn, 


159. 














V2m —n— Yn 
an +3 +3r+ 1 m’ 
180. a ET 
m—n Mm—N 
Re ar ana ya 
Tone Be 


a3 —1 
L.2, = 0,8: 
162. a® - (+ 1l)e +ta=0 


2 
L. 4 lb, N ee 





163. 


164. 


164. 


164,, 


164,. 


164,. 


164, 
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Es ıst nämlich 




















(29, — 112,629, (28), — 67, 380]%). 


3°? — 102 +3=0 


n.za=3, = 


om 


[2$), — 143,189, (28), — 36, 877%). 
2255: 12—=0 


nm 2, -— 


| 


[(28), — 306, 87%, (28), — 233, 13%]%). 


5° +24 —-5—0 
L. =, = —). 


(29, — 22,62%, (28), = 202, 62%]). 
62° +5: —6 = 0 


L. 2, = 


2 3 
3 te. 


[(25), = 67, 38%, (28), = 247, 380]*). 
122. 72 —12=0 


L.z, = 


4 3 
Er Ra rer 


[(28), — 106, 26%, (28), = 286, 26%]*). 





*) Über die trigonometrische Lösung vgl. 153,. 


a a a 
a 2a” ge ne 
I tr (a1) 
ab? — (Ra +b)z +ab=0O 
N 3, fe See 
Bann 
62° —- 132 +6=0 
3 2 
L er, Lg 3 
Es ist hier 
ee RE 6 5+1 
ee In Ten 


AT 
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165. + -a+2 
A 


Lx=a, e 


a) Diese Gleichung ist von 162 nur der Form nach 
verschieden. Sie hat aber in dieser Form, bei der links und 
rechts die Summen (oder Differenzen) zweier reziproken 
Größen stehen, oder links die Summen zweier Größen und 
rechts die reziproken Werte derselben (s. u. 5), noch ein 
besonderes Interesse. Die Gleichung ist eine quadratische, 
liefert also zwei Werte für 2 Kann man daher zwei 
Werte für x angeben, welche der Gleichung genügen, 
so ist die Gleichung gelöst. Nun sieht man sofort, daß 


1 ve TR, 1603 
= a und 2—— genügen; mithin sind a und = die Wurzeln 


der Gleichung. Hiernach hat man aus 






































1 10 1 ; 1 
,ar 2594, sogleich 
1 25 4 3 A 38 
) — z—m — = — En =—— — 
Ta Da ae 
N et 
3 an Yen ent; ” a—b’ a+b 
1 a b a b 
a en „ rs =, 
1 1 
5 a+r7= - TR „ ZT FIR 
az, b+x 1 a+x 1 
Re a Fer Mil...» 
ee su aa 2 % b+% ‚yi4h 
z=a—2b,b— 2a 
a—x , c—b 13 a—& 8.53 
er ee 
24a +3b 3a-+-2b 
ware 
a—x , z—b a b a—& 0.0 
ö u b 77 z a 3. d.h 
_ 2ab + 
ee; 
a—x b-+x m N a—%& m n 
I. DIE anne Ten 


_ an—bm am bn 
amtn’ mon 
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b) Auch die Zerlegung wird bei Gleichungen dieser Art 
sehr gut angewendet. Man hat aus der gegebenen Gleichung: 





a Hi —(A 
t—-adA=— — —, alor —a= 
[4 X AX 
Man kann daher setzen: 
Y 
zz —-a=0 2) 1 — — 
AX 
1 
A 


Haben die Glieder, die zusammen mit ihren reziproken 
Werten in der Gleichung vorkommen, die Form von zu- 
sammengesetzten Ausdrücken, so führt man zweckmäßiger- 
weise für sie zunächst einfache Bezeichnungen ein. Es sei 


z. B. gegeben: 





a—xz b+xz m N 
E — — | 
b+xz2z a—ı nn m 


Dann setzt man —" = u und -- — v, und die Gleichung geht 





A . b+x 
über in 
1 1 
W— — =v— —, also 
U ® 
1 1 u—V 
u—-i= ——— - 
U ® UV 
1) u—-t= 2)uvv—=—1 
u=UV u = — — USW 





Diese Gleichung zerfällt nach dem vorigen Beispiel ın 








1) BEINE DT ) a—& lad), 
3(a —b) 2(a—b) Nesfar—D) b—x 


Man erhält so 
x—=3b— 2a; 3a— 2b, 5b — 2a. 


166. DE 2 v7 


Vm+2n+VYm—n 
Vm Han Ym— an 

Diese Gleichung ist symmetrisch in bezug auf x und a. 
Setzt man a=1, so erhält man 153. Den dort in a) an- 


gegebenen Formen entsprechen hier 
Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 4 





Lz=a 
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TC a 


2° +0, 
ar, 





s|S s|s 


s mM 
3% u — a8 +?=0 
4.n® — mas n® =. 


Die allgemeinere Form einer solchen Gleichung würde sein: 


ma?”+ m, ac+-ma® M 
ne+n,ax+na? N 





Um die oben angegebene symmetrische Form der Lösung 
x? + a? 


AL 





zu erhalten, sucht man nach 17,7 und 8 immer erst 
Im vorliegenden Falle hat man 


+0? m +0 m z+a 7m 








ax n?” 2aa N 2 aa mean 


x _Vm+2n +Vm—2n 
a Ym+2n—Ym—2n 








USW. 





Hier sind die beiden Werte für — zueinander reziprok, 
nicht die für & selber. 





167 =? +axcH+ a? 








"a®—ax-+ u? e 
Te VE By 
vVac 12 Vo 

168 Dr, Lt 





Te V3e—2+YV2—e 

















V3e—2—YV2—e 
x?” + a? 
169. Bene 
Re 
1—YV2c—1 
le ee 





(a? — 9x — (a? +3 
b =e2 
rn 
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171. ® —-2a2 9% —=-0 
YET : Va+b+Yya—b 

L.2=a+Yya’— b*, oder BE ge regt 

a) Diese an sich nicht symmetrische Gleichung läßt sich 
auf eine symmetrische Gleichung zurückführen. Da das 
mittlere Glied kein Gegenstück in der Gleichung besitzt, ist 
seine Form willkürlich; diese läßt sich so abändern, daß es 
das doppelte Produkt aus zwei Größen wird, deren Quadrate 
an erster und dritter Stelle stehen. Die Auflösung durch 
korr. Add. nimmt dann die folgende Gestalt an: 


anne u A. Se Mar? 
we =dan, De apa nz usw. 














In dem vorliegenden Falle hat die gewöhnliche Lösung 
wegen ihrer Form sowohl, als wegen ihrer Kürze den Vorzug. 
Es werden jedoch späterhin viele Fälle vorkommen, wo es 
zweckmäßiger ist, die Auflösung mit Hilfe der korr. Add. 
zu beschaffen. 

b) Man kann die korr. Add. auch zur Auflösung einer 
jeden quadratischen Gleichung anwenden. Ist nämlich all- 
gemein die Gleichung 

@—- oc +b=0 
gegeben, so hat man 
e+b=ax 











ke ER, 

2xydb 2yb 
ErVb . (a+2yb 
x —Vb V aa VD: 


„ys.Yet2VötVazıy, 
Va+t2yb—_Va—2yb 
Diese Lösung empfiehlt sich namentlich dann, wenn die 
Größe b ein vollständiges Quadrat ist. Erweitert man den 
Wert von x mit Va+ 2yb+Va — 2Yb, so erhält man als 
neue Form dieses Wertes 
(Vat2yb+Va—2yb) a+ya—ı 
4 ai 2 


4.* 
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Aus dieser identischen Gleichung folgt dann, wenn man 
a — 4b—=c, also 2Yb =a?— c setzt und unter Vertauschung 
beider Seiten der Gleichung radiziert, die Gleichung 


Ver y: Eyazen v: A 


Dies ist die bekannte Formel für die Ausziehung der 

















Quadratwurzel aus einem Binom von der Form a-+ Ve. Sie 
gibt eine Vereinfachung des Radikanden, wenn a? —c ein 
Quadrat ist. Die Auflösung der quadratischen Gleichungen 
durch korr. Addition macht die Benutzung dieser Formel 
überflüssig; man erhält immer den einfachsten Radikanden 
(vgl. 261). 

171,. Auch die in 153, angegebene trigonometrische 


Methode ist auf die allgemeine quadratische Gleichung an- 


wendbar. Hat man die Gleichung 
ee +-ßBpaty=d, 


MRRU NL, 


& 


beı der 


gesetzt wird, so kann man dieser leicht die Form geben 





i P 
x — are 
a. E 
woraus 
Pa 
Ne, EL 
Be ‚=-Tt 
5 ß 
ey 


folgt. Setzt man jetzt _—- tg&, so hat man, je nachdem Z 
den Wert + e’ oder den Wert — e? besitzt, die Gleichungen 

sin28 = — E oder tg28 — ne 
zu denen sich dann in beiden Fällen die Gleichung x = etg$& 
gesellt. 

Da die Funktion Tangens jeden Wert annehmen kann, 
die Funktion Sinus aber den Wert Eins nicht übersteigen 
darf, gewinnt man auf diesem Wege eine neue Bestätigung 
der bekannten Kennzeichen für die Reellität der Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung. 


ee Fr. 
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Haben y und « entgegengesetzte Zeichen, ist also - — — e?, 

& 
so sind die Wurzeln der Gleichung &&?+ Bßx +y=0 stets 
reell; haben y und « gleiche Zeichen, so daß — e?, SO er- 


fordert die Reellität der Wurzeln, daß der Bruch en nicht 


größer ist als Eins, also 2«e nicht größer als ß, 4u?e? = day 
nicht größer als ß? sein darf. 





— ct, %—b m 
le ee 
a—% 


N 
a+b Ey 
L. 2 = 27 WE m + 2n' 


a) Diese Gleichung ist symmetrisch in bezug auf 





a—% x —b 

EN ey 
Man kann also diese Größen auf dem in 153b) und 166 an- 
gegebenen Wege finden. Man hat nämlich 

(a— x)” + («—b)” m 

2 (a — x) (& — b) an 





Va) iR m — ın 
a—)+&«—-b) VY m-+2n 





USW. 


Hier ist schon die Auflösung auf dem gewöhnlichen 
Wege nicht ganz so einfach. Ist ein Zahlenbruch, für 


welchen die Wurzeln rational werden, so tun die Bemerkungen 
bei 165 gute Dienste. 
b) Am nächsten liegt es, die Gleichung zunächst nach 


der Größe —, aufzulösen, dieses Verfahren ist zugleich von 
noch allgemeinerer Verwendbarkeit (siehe ec). Durch Multi- 


plikation der gegebenen Gleichung mit n - (5) erhält man 


a— x\? G—& 
n = ‚) — m (>) +n=0 


a—-% m+Ym?’— 4n? 


Be an 








Setzt man diesen Ausdruck gleich r, so wird 


a—+ br 
ort 2. 1 
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c) Entsprechend löst man alle Gleichungen von der Form 
m(a— a” —nla — a) —b)+pl@e —b’=0. 
Man dividiert durch (x — b)? und verfährt, wie in b) an- 
gegeben. Hätte man z.B. 
6(a— a? + 11a — a) —b)—- War — 0-0, 
so findet man zunächst 
are Tao 
c—b 3? 20 
30a 2b 5b— 2a 


also 














5 } 3 
= Dr 
118. (a— (ec —b) 6 
3a -+ 2b 2 3b 


a— )b—-2).: 2 
L.2,=2a—b, #=2b— a. 
et’ +@-b’ af+bd 
Ib, a ee 
2 b? b 2 
L. wer > 5 a2) a 
Man wende korr. Add. an, radıziere und wende wieder 


korr. Add. an. 


(a — 9’— (2 —b) 4ab 
ea 





174, CD’ +0-*_5 








2 2 2 2 
1 ee u=- 

Hier ist der gewöhnliche Weg der einfachste; auch 
kann man den in 172b) angedeuteten einschlagen. Darnach 
hat man 





a—% KE 4ab 


ER RE N 


(3) - SUVEN a 
2—b ln) ; 


Daraus folgt 











a—x 2ab-+ (a? + b°) 
sb a? — b? 
u Di ENGE Van, 


BEE (RR A 
an ba na Dee a 
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(a — ©)? +la — x) (ce —b)+ (© —b) 49 








Imt, (a — 2)? — (a— a) —-b))+ (x —b 19 
5 3b 3 5b 
Durch korr. Add. kommt man zunächst auf 172. 
(a — 2)? + (b— x)? 34 
a’ +a—- ba) +b— m: 4 
L Ba—3b 5b — 3a 
a Be wa 





179. 2a Hal - D+tlatm" _c+1 
2a tal +) +la— nn) c—1i 
Dre u oder 2 — > a(c+ Ye —16). 
Man hat zunächst 

4a tasx+a® c+1 
4a? —ac+ta c—1 
Daraus durch korr. Add. 
4a? + x? 
AL 
Je nachdem man jetzt durch korr. Add. weiter löst oder 
nach der gewöhnlichen Methode verfährt, erhält man die 
1. oder die 2. Form der Lösung. 
a+b—2x m 
"Va-ab-a N 
a+b (a — b)m 
ya — ans 
Setzt man Y(a— 2)? +VY(b— x) füra+b— 2x, so 
sieht man leicht, daß die Gleichung symmetrisch ist für 

Va—x und Yb—x, also die korr. Add. ihre Anwendung 

findet (s. 18, 16). Man quadriere, multipliziere die Nenner 

mit 4, subtrahiere den Nenner vom Zähler nach der korr. 

Add. und radiziere, das gibt 

ao —n). m Ban m 


























=(. 











@—)—b—2) Ymi—an! a —b ni etc. 
Nimmt man Zahlen und setzt 
m 10 one ren, 








Ben 33 so erhält man u 8.47) I = 8 


N 
m 5 4a —b 4b—a 
Dorn „ ae Tag 3 
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Auch das bei 165 Gesagte findet hier, wie bei den 
folgenden Aufgaben, sehr gut seine Anwendung und führt 
bei Zahlen, für die die Wurzeln rational werden, am schnellsten 
zum Ziele. 


181 arb—-?2 _m 
"Va—a)e—b N 
a Ze ICh DE 
‘ 2 2 Ym? + An? 
Auch hier verfährt man ganz, wie bei der vorigen Auf- 
gabe, und schreibt sofort hin 























Va Mm 
a—a) Feb Ymır am 
Setzt man 
L 4 b 4b 
=, so wird, —= 2er en 
m 8 9Ya+b a—+ 9b 
Pa „ 1X 010 2ar Gen 





bei den folgenden fünf Aufgaben wird es zweckmäßig 
sein, die Gleichung zunächst auf die Form 180 oder 181 zu 
bringen. 
189 Ve-M+-Va-me-DLVb—a) _ m 

va—- 9’ —- Va-Db—- HD +Yyb—a Mm 























a+-b a—b mn 
17 U = e= + . un —. 
ER 2  YV(am — n)(3n — m) 
m e Aare 4b 
oz gibt 18% ‚= 3 
m 19 9a —Ah 9 — Ag 
BT re ae ae 








183. Va’ + Va —o)(«— b) + Ve — b)? m 
Va-2?—-Ya-y@-)+Yya-d: N 
a+b a—b Y(dm — n)(3n — m) 
ne et 











Da Ya—- a)’ +Y(e —-bV’-a— b ist, so kommt man 
hier auch sehr einfach zum Ziele, wenn man Vla—x)(x«—b) 
isoliert, dann quadriert etc. 
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Mm ‘ a—+b 
> 3 by == 
m 7 4a—+b 4b -+ua 
a2 ı, = La Lg = EB 
184 a—+b— 2x m f 
ee 
id sh (a — b)m 
2 2y2amn —n? 
m 17 bt 25a U ER; 2355 —9Ia 
2 az Re Sy 


Hätte man Yx—b statt Yb—x, so könnte die Gleichung 
als einfach angesehen werden. Es wäre nämlich 
Va-m’—- V@—-b’ _ m 
Vazartya-o?  n’ 
und könnte also links durch Ya— x + Yx— b heben. Es 
bliebe nur 





Va— 2 — Vx— b RUE 
Va—- 2 Ve—b L 





Daraus folgt 
a—c nm a—t (nm m\? 
Ve in—m’ also FE () 
Mithin durch korr. Add. 
a+b— 2x 2mn re (onen 
| a—b mine #7 2 m’tn? 
185. (VYa—a+Yyb— x) UL 
Va-n(b—.) 
in 4b aan m — an a 
5 2 > 2 Vm’— Amn 


m 100 ge 49a — 9b 495 — 9a 
n.. 21 or, 40 Be Say 40 



































185 (VYa—a+yVa—b) _ m 
" Ya—o)@—b) n 











aıb ab VYm’-Aimn 
Lu8= TE S. man. 
m Eh 2. 9a 4b 9b —+4a 
ee liefert 2, = — EN Dre 
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186. Ve 














Va sm va o WAZ 
25a+9b a+isb 
ee Fr Tor, 


Man setze den rechts stehenden Quotienten gleich y. Dann 


hat man 











y+t1 5 3 
Bunt Nr ten 
MR, R SE 
d.h. ee ee — .-, 16 usw. 








186,. PS N re VE 
Va—z— Ve —b sr 2 —b 
343a — 27b Sa—t125b 


ee u 











186, Va-a+Vs—b = a 

Va—-z—-Vx—b sr o—b 
16a+b a-+sib 
ee Pe 

197, 2 Ute) _ 26 +.+2)e 


1-+a?— 2ax 1+b?+2bx 
a—b 1—ab 
L. Re er 











a) Multipliziert man mit den Nennern herauf, vereinigt 
die gleichartigen Glieder und bringt das mittlere Glied nach 
rechts, so erhält man die symmetrische Gleichung 


er 


2x 2(a—b)(1—ab) 








welche durch korr. Add. oder nach 165 leicht weiter zu lösen ist. 
b) Noch einfacher wendet man gleich die korr. Add. an. 
Das gibt 
dA -9 _AHNLER 
A-a?i la) (Ad—d’A—a) 
14% Ata(1—b) 
ae TAN ERRE, 








USW. 





Ebenso kann man bei den vier folgenden Aufgaben ver- 
fahren. 
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ax + b ME—N 
a, Em 
12 _ Ve =dmtn+Va+d)m—n) 
V(a—b)(m +n) — VY(a+b)(m—n)’ 
U am bn + Van 
ET an — bm ; 








oder 














Die letzte Form der Lösung kommt auf dem gewöhn- 
lichen Wege, die erste durch korr. Add. Man hat 
@ +1 am—bn 
2x an — bm 
c+1N? am— bn+an—bm (a—b)(m+n) 
oe) Ai am —bn— an-+bm hp% (a+b)(m—n) 











Sind für a, b, m und n große Zahlen gegeben, so ist 
die Berechnung von x mit Hilfe der ersten Formel am ein- 
fachsten; denn setzt man 


(a+b)(m—n) 
a—-bmIn 


a Br 1—r 








so hat man 








er 
188 13724103 2872 — 223 
7177082137 2230 — 287 
1 
L. 09,55; 


189. ax a. _m—n 


be —a m—n« 
12 _ Ve +9) mtn+Va-dm—n 
Va+b)m+n—Va—b)m—n) 
Die gewöhnliche Auflösung gibt 
Be am dr Via! — 5 m? ni) 
an—+ bm i 
592 —31 3130 — 187 





























189,. 317259 .7313— 137x 
16 9 
Lay, 5 


a—bxz Ne — m 
190. ac+b ma+n 


12 min tV@+b)mtn), 
i an bm 
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Man kann auch hier durch korr. Add. eine Form der 
Lösung erhalten, welche der ersten Form in 183 und 189 
analog ist, doch treten dann in dem Ausdruck imaginäre 
Größen auf. Man erhält zunächst die Gleichung 


ea am—bn 
22 an-tbm’ 





gibt dieser die Form 
+ am-+bni? 
2ix  anitbmi 








und gelangt so zu der Lösung 


N Vatbdm+tnd)+YVa—b)m—ni). 
V(a-+bi)(m + ni) — V(a — bi)(m — ni) 

















C. 


Höhere, vorzugsweise kubische Gleichungen mit einer 
leicht erkennbaren Wurzel. 


Ist x, ein Wert von &, für welchen der Ausdruck 
Ax°+ Bx?+ Cx + D den Wert Null annimmt, so daß also 


Ar +Bi+0%,+D=0 
ist, so kann man diese Gleichung von der identischen Gleichung 
A2?’+ Bz?-+ ÖÜz + D= Aa? DR 202220 
subtrahieren, man erhält dann die Gleichung 
A(a@?— 2) + Bla? — cd) + Ca — a) = Ar®+ Be+ Cx+D. 
Da alle Glieder der linken Seite den Faktor <— x, in 
sich enthalten, muß dieser Faktor auch in der rechten Seite 
stecken, d. h.: | 
Ist x, eine Wurzel der auf Null gebrachten kubischen 
Gleichung 
Ax®+ B?+C0z<+D=0, 
so muß die linke Seite dieser Gleichung sich in ein Produkt 
verwandeln lassen, dessen einer Faktor (e—x,) ist. Der 


übrig bleibende Faktor ist dann vom zweiten Grade. Setzt 
man ihn gleich Null, so erhält man eine quadratische 
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Gleichung, deren beide Wurzeln zugleich Lösungen der ge- 
gebenen kubischen Gleichung sind. Diese hat also im ganzen 
drei Wurzeln. 

Die erste Wurzel ist bisweilen beim ersten Anblick er- 
kennbar (Aufg. 191, 192, 193 u. a.), in anderen Fällen erhält 
man sie durch Nullsetzung eines ganz ersichtlich allen 
Gliedern der Gleichung gemeinsamen Faktors. 


191. + (a — x)’= a? 


Is ee 


Diese, im Grunde nicht kubische, sondern nur quadratische 
Gleichung kann auch in folgender Form erscheinen: 


Ol RE > 
s+Vo— = a. 


192. 32 - 23) 


eV EEE, 





L. x<=0, Y2ab — br. 


Die Auflösung geschieht hier mittels korr. Add. Man 
hat sofort 





a ame 
u na 
b? 2 
1. 20 u Na, 


2b 


Die Gleichung kann auch in folgender Form erscheinen: 


b+2)Va—a—-(b—-a)YVa+«. 
Data 1?-.0’—1 
L.2z.,=-0,2,-1. 


Die Gleichung hat einen Faktor © — 1; sie zerfällt 
also in 


Tale 1:= 0 2. «1 =#+xr+l. 
Diese zweite Gleichung ist nur scheinbar quadratisch, 


die ganze Gleichung nur scheinbar kubisch (vgl. 191). 


194. #—- ®+x—1=0 
IeT- 1, 1. 
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Man zerlege links in Faktoren, und löse weiter nach 92. 


19. 22° —- I? 4-72 —2=0 
1 


L.,=-1,,-2,98—-7; 


195,. a) Die Gleichungen 194 und 195 sind unecht sym- 
metrische Gleichungen des 3. Grades (vgl. 153). Mit dieser 
Bezeichnung belegt man Gleichungen, bei denen die an sym- 
metrischen Stellen der linken Seite stehenden Glieder zwar 
gleiche Zahlenkoeffizienten, aber entgegengesetzte Zeichen 
aufweisen. Echt symmetrisch heißen die in 153 be- 
trachteten Gleichungen, bei denen die Koeffizienten der in 
Rede stehenden Glieder sowohl dem Zahlenwerte als dem 
Zeichen nach einander gleich sind. Beiden Arten von sym- 
metrischen Gleichungen ist die Eigenschaft gemeinsam, bei 
Ersetzung der Größe & durch ihren reziproken Wert die alte 
Gestalt beizubehalten. In der Tat, hat man z. B. 


2 +axc+be+ ce + dt ce ib +aec 1=0, 
setzt hierin statt x überall - und multipliziert dann die ganze 
Gleichung mit x°, so erhält man 

1+a: +b0°+ cc + det + ca +br+an et, 


welche Gleichung bei echter Symmetrie mit der ursprüng- 
lichen Gleichung identisch ist, bei unechter Symmetrie durch 
Multiplikation mit (— 1) mit ihr identisch wird. 

Jeder Wurzel einer solchen Gleichung entspricht somit 
eine zweite, die der reziproke Wert der ersten ist; dieser 
Umstand hat solchen Gleichungen als zweite Bezeichnung die 
der reziproken Gleichungen verschafft. 

b) Die Wurzeln solcher Gleichungen lassen sich demnach 
zu Paaren von gegenseitig reziproken Größen ordnen. Da 
die Zahl der Wurzeln dem Grade der Gleichung entspricht, 
bleibt von den Wurzeln einer Gleichung ungeraden Grades 
eine übrig, die also sich selbst reziprok sein muß, eine Eigen- 
schaft, die nur den beiden Zahlen +1 und — 1 zukommt. 
Eine solche Gleichung hat also entweder die Wurzel — 1 
oder die Wurzel + 1, aus ihr muß sich also entweder der 
Faktor (2 + 1) oder der Faktor (« — 1) ausscheiden lassen. 
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Man sieht bald, daß das erste für die echt, das zweite für 
die unecht symmetrischen Gleichungen zutrifft. Bei sym- 
metrischen Gleichungen dritten Grades ist dann noch eine 
quadratische Gleichung zu lösen (196, 197). 

c) Bei unecht symmetrischen Gleichungen von geradem 
Grade muß das — sich selbst entsprechende — mittlere Glied 
einen Koeffizienten haben, der zwei dem Vorzeichen nach 
entgegengesetzte Werte in sich vereinigt. Dies trifft nur für 
die Größe Null zu, das mittlere Glied muß also überhaupt 
fehlen. Ist diese Voraussetzung erfüllt, so läßt sich, wie man 
sofort sieht, aus der Gleichung der Faktor («®— 1) absondern, 
durch dessen Nullsetzung die beiden Wurzeln +1 und — 1 
erhalten werden (vgl. 402, 426, 428, 428,). 

d) Bei echt symmetrischen Gleichungen von geradem 
Grade darf der Koeffizient des mittleren Gliedes von Null 
verschieden sein, über die Behandlung solcher Gleichungen. 
siehe Nr. 394, 394, (vgl. auch 395, 395,). 

19. #— 1-0 
L. BT iV> 


are. — 0 R 
Bere], Eraht 

198. (a — 2)’ (2 —b) = (a — x)(a — b) 
L.,=a, ,=-b,,—-- 5 . 





Die Gleichung läßt sich zerlegen in 
l.a-z=0 2.—-b=0 3: a—-1=-x—b. 
Auch die 6 folgenden Gleichungen lassen sich leicht 
durch Zerlegung lösen. 
199. (a +2) (a — x) = (a+x)(a — x) 
L.2=0, +a. 
200. (— ad) —-a)=b’(c-+a) 
L.x2=-a,a-+b. 
a(& — b)" + b(a — x)? DR: 
(a— 0° + (@— 5)’ 


Der = a0..b, Beni | 


201. 
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a—a)’b—(b—n)’a 
Cr) geug u le 


b 
L. 2a, b, ——-- 


202. 








Man bringe den Nenner nach rechts und vereinige die 
Glieder mit gleichen Potenzen, so erhält man 


(a - a)’ (b—-2)= (b— x)(a— x), d.h. 
l.a—-—x=0 2.b-x=0 3. (a-:’=-b=7)% 


wu ee 





203. ar E} 9 
c—b 22 —D 
Lx=a,b, @a—b. 

Sa ER 





er ee 
a 
205. (a — 2)’= (x —b)’ 
‚—b b — bye 
Les 2 0, Ver SER ee 


5) 
_ 





? 

Bringt man die Gleichung auf Null, so läßt sie sich ın 
die beiden Gleichungen zerlegen 

1. a — x) - (ee -b)=0 

2. (a — 2)” + la — (ae b)+(e —b’=0. 

Daß übrigens der Gleichung durch a — 2 =x2—b ge- 
nügt wırd, erkennt man sofort. Wie man aber weiter löst, 
wenn eine Wurzel bekannt ist, ist oben angegeben (s. 0. zu 
Anfang). 

206. («— a)’ + (c —b’=0 

L. wie in 205. 

207. ay2e— 32x +2Vxe—=0 





ER 
ona ae I re 

vVvae— ca +Yye—b = 

ler a,b: as 


Man bringe den Nenner nach rechts, vereinige die Glieder 
mit gleichen Wurzeln auf je einer Seite, quadriere und löse 
durch Zerlegung. 
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209. (a +2) YVya—z+(b+2)Vyb—x 


























N ern ee 
L.2z=a, b, ©. 
aya—xz+bya—b 
er 
La 22, 242422 y73 (vgl. 205) 
ev. 
211. Ben, Ze ei) 
L. wie in 210 


Vet2z+Va—x «a 
A Yara_ Va © 
L2=0,+a. 


Ve=-2+yVb—a_b 
213. 17 er 


(a— b)b 
a Re re 


913 Va—a+yb—an a—b 
azr Ve: 6% 











oo. 











Ab —- u 


Ierea, 





914 a+2 a—% un 


> BE Drum ec 
L. 2—=0, VY2(a —b)ce +. 


a—+ 2x 5Ba—4b-+4x 
215. (+32) - Ba—4Ab—A4x 


L.2x=0, VYa(a—b). 














Man entwickle links und wende korr. Add. nach 18 a) an. 





e—3a—+ 5b 52 — ila+5b 
215.. (en) = 52 +5a—11b 


L. <= ©, VYda? — 6ab + 50? (vel. 33 u. £.). 


a+b+2x\? 5a—3b+4x 
215,. re -) wesen 4% 


L. 2=0, Va?’ — 0° (vgl. Nr. 33—33, und im Sa) 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 
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Über die Auflösung s. Nr. 33. 


-r s—a+b ta  a—br+& 
215, ztatb &-a atb-z 
L.z2=0, Va +. 


915, @+5b ta) +36? _ a+5b+e 
2 (a +5b—- 0)? +36? a+5b— x 


L. 2<=0, V(a—b)(a+ 11b). 











Man entwickle die Quadrate und wende korr. Add. nach 
18 a) an. 


216, rel Mr 


—- 21 9 2-1 
L.2z=2, -1+:Y3. 
Man multipliziere die Gleichung mit 
korr. Add. nach 18 a) an. 
217. (a — ss’ +b—- 2” =(a+b— 2x) 


b 
L. a °T ER IE 








c—1l 


c+1 


und wende 








Die Gleichung hat einen Faktor (a —2)+(b—x)= 
a+b— 2x, läßt sich daher zerlegen in 1) a+b—22=(0, 
2)(a 2’ —- (a—-2)b-2)+b—-2’-[a-2)+b-n)}, 
d.h. (a—x)(b—-x)=0. — Am einfachsten setzt man 
a—c=uwb—x=v. Dann hat man W+V=(u-+v), 
d.h. I) u+v=0, 2) - w+Vt= + 2w+Vr,w=-(, 
also uv=0,v—0. 

917. (2a — 2)’ — (a — 20) = 8(a bh m 

L.xz=a+b,2a,2b. 

217, Ba —2b— 2)’ +(&8b—2a— 2” =(a+b— 27) 

1.2 3°, 34 — 2, 35 — 2a. 





218. 22°? +aYVb?+4bx = alb + 2x) 
L.2=0,a+Yab. 
219. &=Va(x —b) +YVb(x — a) 
L.x<=0,a+b,a-+b. 
Die Gleichung hat 2 gleiche Wurzeln a +b. 
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20 = Vi+ax-—-yl-axr 
L. x<=0,2y1-—.a?. — Man quadriere. 


x a 20 
221. VE+V2-= 
L. x=a,2(-3 +4). 


Man übersieht sofort, daß 2 = a genügt. Es sind daher 
nur noch die beiden andern Wurzeln zu suchen. — Oder 
man schreibt | 

ed MO 


2yan % 





,‚ woraus nach 18, 16 folgt 





Diese Gleichung ist durch Zerlegung weiter zu lösen. 
— Drittens endlich kann man quadrieren, links und rechts 
4 subtrahieren, so hat man links wieder ein Quadrat. Die 
so entstandene Gleichung läßt sich zerlegen. 
299, Ba 2BVai— a Be 
z+Va?— x? 
L.z=0(0,+a«a. 





Man kann links durch den Nenner heben wegen v® + v? 

—= (u + v) (u? — uv + v?) und erhält 
a eg 
d.h. zVy® — ?=0. 
993 (a +D’yatz+(a— a)’ya—a we 
 (a+m)Ya—a+(a—a)Ya+ x 
L. x<=0, ary15. 

Man kann links durch Ya+x-+YVa—x heben nach 

dem Satze 





Üd 





U A 2 2 2,2 
bo =WU VB —UMOUIW” V U z 
5 : Enz ( - ) — V 


Oder man bringt den Nenner nach rechts, zieht die Glieder 
mit gleichen Wurzeln zusammen usw. 


224. (a—-a)Vb+x— B+mYya—a-ab( Ai 75) 
L.==0,a—b, 4a —b). 








5* 
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Die Gleichung zerfällt ın 

1) (a—a)b+a)=ab 2) Ya— x —-Yb+z=0. 

995, VezetVetb __ ab 


ya u V A) a+b— 2x 


L.x=a,b, er 











Man wende korr. Add. an, quadriere und zerlege. Oder man 
schaffe links die Wurzeln aus dem Nenner fort und zerlege. 


5) 5a—& IT ba—x hr 
= 3a —%) YV3lTa+x)(a—a) 


L.x=d5a, +a. 











Die Gleichung zerfällt in 


297 Ve+a-+ 2yx—a _x%+3a 





I N s ayY2. 


Man wende korr. Add. an und quadriere. Dann weiter 
durch Zerlegung. — Ebenso sind die beiden folgenden Auf- 
gaben zu lösen. 


998 Veta+2yx—a _z+a+2b 

7 Yes ya 6 Wear 
L.2=-—a, Va? + b2. 

299 Vetbdb+2—-Va+b—a]J, — 4 

—" Yatbtaz+yati_. a+2b—-x 

L.x=a+b, Ya? + 2ab. 

930. VPrztatVeta _ 20 +a 
V52— Ta—yr+a ker 
L. x=a,t4a(83 +YAl). 


Man quadriere und wende korr. Add. an, so erhält man 











3 (& — Q) ...3(2 —a) 
VER Tata) w+5a 











Jetzt weiter durch Zerlegung, wie in 226. Ähnlich hat man 
bei den folgenden Aufgaben zu verfahren. 


231. 


232. 


233. 


234. 


236. 


237. 


288. 


239. 
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V2a+x+YV3(2a— %) Bayern 
Vaatz—V3Qa— a) ! 2a) 
Lx=4a, + a. 


Bzeve=a1y ct: 
Vraratysa-a 7 300-3) 
L. <=5a, + a (vgl. 226). 
Ve+ta+2yxe—a a 
Veta—rye—a ) 5a— ta 

L. <= ta, aY2. 

VAaa db —-4ic—yb a > 
V4atb—4xc+yb a 
L.2—"°t°, Yab 






































N a ee VEERSRTEEE 


Ir 7 20,Va? +2. 

ERDE), ct a 

ers2 ve>e ° 2(@ — b) 

Be 2a yarı 

are Ferer N) Ta+b+x 
V3sQlatdb—-J—-Vibtatx FAarıb— 2x 

L. <= 11a + 5b, Va? + 14ab + D. 

VIAxz 2a +13b +V3(2x — 2a — b) ZUVACHELERE 
V14x + 2a-+ 13b--V3(2x — 2a — b) 22 —a-+b 
L. <= ua Ve? + ab-+ DD. 

N ee ET VER: 


Veratyaa_ysa Yota-e 
L.x—=+a, Va + e&. 


















































Man quadriere und wende korr. Add. an, so erhält man 


sta+Yy2alc+ta)  s.+a 
Veratvaoyama © 





, woraus 





ce +a+Y2aYz +a)=(Ve+a+Y2a)(c +a)Yx — a 
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folgt. Jetzt läßt sich links und rechts der Faktor Yx + a +YV2a 
aussondern, dessen Nullsetzung die Wurzel x —=a liefert. 
Die dann noch bleibende Gleichung ist durch Zerlegung weiter 
zu lösen. — Die Gleichung geht, ebenso wie die folgende, 
über den 3. Grad hinaus. 


x — 4 za —V2a c+c 
a nn VE 
L. <=0, a, Va? + 2. 
Man verfahre entsprechend wie bei der vorigen Aufgabe, 
sondere erst den Faktor (Yx + a —YV2a) aus und löse dann 
noch die Gleichung 


v+- re 
2— a4 Vete—-yVe—c 
auf die für die Aufgaben 230 u. f. angegebene Art. 























_ a+b a+b+Y(a - b% —4e: 
5 = 
Multipliziert man mit den Nennern herauf, so kommt 
leicht 
(Va—-#—-Vx —-b)Va-a)(e«—b)=YVelya— x — VYe—b). 
Man hat also weiter zu lösen: 
1. Ya a -Vr—-b=0 2.VYa-a)«@—-b)=Ve. 
940 Bere 3at3b 12x 














Aaıb_ m) 50.90.09 
(vgl 33U. 4... 12 uf, 2lon: 
Lar=r 





Man entwickle, bringe die Gleichung auf 0 und zerlege 
ihre linke Seite in. Faktoren. Man kommt, indem man einer- 
seits das erste und das zweite Glied, andrerseits das dritte 
und das vierte vereinigt, auf 


a4 — (a — b)]| — (a? + 3ab +9) [4x — (a— b)] =0, d.h. 
1.42 — (a—b)=0 2.2 —- (+3) —=0. 
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So zerfällt die kubische Gleichung in eine einfache und in 
eine rein quadratische Gleichung. Das ist der allgemeine 
und natürliche Weg, der immer zum Ziele führen muß, wenn 
die kubische Gleichung, wie hier, zerlegbar ist. Dieser Weg 
hat auch bei den folgenden Aufgaben bis 244, fast durch- 
weg den Vorzug; nur bei 243,—243, ist die Behandlung 
der Endgleichung nicht so naheliegend, da die kubische 
Gleichung keine reine quadratische Gleichung enthält, sondern 
in drei einfache Gleichungen zerlegt werden muß. 

Künstliche Wege führen oft viel schneller zum Ziele, 
sind aber nicht immer leicht aufzufinden. Wendet man hier 
nach 18a) korr. Add. an, so erhält man, da die Differenz 
der Quadrate sich in zwei Faktoren zerlegen läßt, nachdem 
man durch 5 dividiert hat, 


2a’ +2atbatda’tsab+b"  a+b 1% 
224 7a+3b)Ax —a-+b) 4g—a+b’ ° —° 
1.42 —- a+b=0( usw. 








So wird man auch bei den folgenden Aufgaben durch 
korr. Add. oder mit Hilfe des KS. die Auflösung meistens 
wesentlich abkürzen können. 

r a+3b+32\? 3a+b+x 
240, nn) 3b+a—ı 
a 3; 11Db 








Beer 





‚Va? +6ab +. 


Man multipliziere die Nenner mit 4 und wende nach 
18c) korr. Subtr. an, so erscheint im Nenner ein Faktor 
a + 11b — 5x, welcher, gleich Null gesetzt, die erste Wurzel 
liefert. 


240, 9 ana ar Sr (vgl. 35 u.£, 122u.f, 215,) 


IV re ‚Vab. 





Man kommt auf 
— (6a+b)a? — 5abx + ab(6a+b)— 0 
Bx(2? — ab) - (ba+b)(" —ab)=(0 usw. 
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Oder man entwickele links, erweitere den Quotienten rechts 
mit & und wende den KS. mit Subtraktion an, so kommt 
man auf 
»—ab 2ay+b— 3% Ha 
2lab— a) 2a—b+xn’ °'—° 
9 nz 1.020 VE 
1.27 —-0b=0 72. Weg 
32 —2b z—30—2b  9a--4b—- 12% 
"2bdb—-— x z—a+2b atkraıb—ı4x 


4b — Me 
ber zz NV: 











USW. 











22x —3a+2b 5a—4b+x z—2a+b 
"22 —3b+2a LAa—5b— x z—2b-+ta 


L. a tt2, Ve Zoo H: 














4 tb’ +b? 2a+3b+2% , 1 or 
241. (atb_- ta 2130 — 2x (vgl. 35,, u. 35,8) 


L. a7, Ve+B3abrB: 











Ba—a)’+(8x—b) 9Ia+b—6x 
"6x t+a)?+(d+ 0? a+255-+10x 


7 en 
L.2=z(a-b), Veb. 











241 Ba+tb— D’+la—b+nD 3a+b— x 
2 8bt-a+x? ta —b+n 3bta-tx 


L.x=a—-b, Ya? +6ab+ BR, 


c+Ta—b\ a z-+a—b 
242, en 


L.2=a-+b, Ya? + 34ab + b?. 














Man sieht leicht ein, daß die Gleichung einen Faktor 
a— b haben muß, da a=b der Gleichung genügt. Wendet 
man nach 18e) korr. Subtr. an, so erhält man 
(«+ Ta —b)? | ....0(&+a—b) 
2(c +3a+3b).8(a —b) (a—b)(@e-+a+b) 
(2 +Ta - bc +a+b)=16a(e +3a+3b)(c +a— b) usw. 


Man kann die Gleichung auch so schreiben: 


(e-+-Ta—b)(e +b—a) aa+7b—a) 
(AT aa BA) Ola ar 
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Entwickeit man, erweitert den Quotienten rechts mit 6 und 
wendet den KS. mit Subtraktion an, so erhält man 


(+ Hab+D) aw+Tb—a) || 
Zara 53 be Ta — by’ 2° © 


1. = (a?+34ab +b?), 2.a(2 + T7b—a)=b(x+Ta—b) usw. 


3Bsatb— a\? a z+ta—b 
242. we) =% er Malz? 


M.x<=a+b, Ya?+14ab+b?. 
z+2a—b ta a 2x -+?2a—b 
2 9b a xIb db 2ch2b—a 
2-0, Vvr=ab-+ %. 


a—x xb a 2x—2a+b 
a+z c—b b 2xzx—2b-+a 














242,. 





242,. 








begin u Vasen Bo 


ar „»Ba—br2b— 








242, 20 + a es (rel. 82, —32,.). 
L. x = Den Vab. 








z£+5a+3b\? a+b 3a+tb-+x o 
242,. Cru a) er rel, 32 39.) 


Den en V5a? + 6ab + 5. 





(=) - Te 
Aub1x) 15b—a a+b-+4x 


L.2 = (b — a), Va®— 14ab + BR. 








Die Gleichung muß einen Faktor a +b haben, da sie 
durch a +b5b=0,d.h.b=-—.a erfüllt wird. Der Faktor er- 
scheint im Nenner, wenn man entwickelt und korr. Add. nach 
15a) anwendet. Dasselbe gilt von der folgenden Gleichung. 


942 Na—+7b+x\? 5a+?2b 13a -+13b+3x 
(ö ne .)  5b-+2a 134 +13b — 3% 


L. 2 = (a — b), Va®— 14ab + D*. 


3a —aı 3x —b 9a—b 8x—+ 3a — 3b 
3b x 32a 9b-a 82-—-3a-+3b 


3 
L. = 7, (a + b), Vab. 








242,. 
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Diese Gleichung hat einen Faktor a — b, ebenso die 
beiden folgenden Gleichungen. 


3a—2x 32—2b 9a—4b 52x +64 — 6b 
”35b—2x2 3n—2a ’9b—Aa 5c—6ba-sb 


L.2—= (+), Yab. 


242 








248, ze) a—2x 2b— x 


b12a — 3x — db—-2% 2a—z 


Ibn — (a +b), Veab. 








2a +b— x\? 34a +b— x 3a+2b—2% 
243. ( ae bt22 var 
Lverar bb. 


Die Gleichung hat einen Faktor «+5. Man kommt 
schließlich auf 


>? — (a+2b)e+ (2a +b)bz—ab’=(, d.h. 
x? (2 — a) — 2bx(2x —a) + b’(x — a) = (0, also 








1.2 —-a=0 2. — 2b —=(0. 
a+3b—a\? a+?b=- 2 a +56: 
243, ( a+ 2x ) = ae aus 
Y a(a + b) 
Lead, Den 


Man entwickele und wende erstens direkt den KS. mit 
Subtraktion an, desgleichen zweitens, nachdem der erste 
Quotient mit 10, der zweite mit 9 erweitert ist. Das gibt 

ab +4’ — bi, (a ©’— 3bla—- 2 
ax (a Ar 





Scheidet man den Faktor a — x, der die Wurzel z=a 
liefert, aus und wendet korr. Subtr. nach 18b) an, so gibt das 
(a+)b— 2) _3(@—b) 


UX a—4x 





uSWw. 


Die gewöhnliche Auflösung ist umständlich, muß jedoch 
zum Ziel führen. Auch bei den beiden folgenden Aufgaben 
ist der gewöhnliche Weg lang, und man wendet daher zweck- 
mäßig ein Verfahren an, wie das hier oben angegebene. 
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20a b—- x a+x 4da+b—x a+3x 
"9b tra—ab+x Ab+a—x b+3x 


Baza;,b, = 


245 





948 3sa+b— x 2a+3b—2x ?2a+x b+2% 
© 38b+a— x 2b +3a—2xz 2b+x a+2x 








b 
L.x= a, b, — 





(2 — a +b)? + b? x — a\? 
2ag. (et a— 5b)? + ee) 


L.z=a+b, Va— ab + BR. 





Auch hier ist der in Nr. 240 angegebene allgemeine 
Weg sehr wohl anwendbar; viel kürzer kommt man jedoch 
zum Ziele, wenn man 2 —-a+b=u, +ta—b=v setzt. 
Dann hat man 





u?+b? =) 


v"—+ a? gg 
Erweitert man den Quotienten links mit 2 und wendet den 
KS. mit Subtraktion an, so hat man 
ee \- =), d@h. a -+ a daher 
l. au=bv, also a(@a—a+b)=b(r +a —b) 
2.uv=ab, also (« +ta—b)(e -a+b)=ab usw. 








Ähnliche Auflösungen sind anwendbar für 243,, 243,, 
243,, und 243,;- 
erh ea? 
245;. «ta =b”?—a: 
L.y=ab.a-+b. 











Zerlegt man links die Differenzen der Quadrate in Fak- 
toren, so hat man durch Zerlegung der Gleichung 





1.2 —a=0 2.2 —-b=0 
m at2b 2—a z—a b 
een, del 2 USW. 


Ähnlich kann man bei 243,, 243,,, 243,, und 243, 
verfahren. 
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945, @Zatd’+b _(w—a+2d\ 


L.x=a-+b, VYa—-ab-+ b%. 


@—a+b)’—b (2 —a+25\2 
245,, er) 
L.zx=a-20,b—2a, a+b. 
(© + a — b)? + 364? Ta—b+x 
245,. an a) 
Lone a beyarsagber 
: (= + a — b)? — 36a? Ba+tb—a\? 
245,9: Ma Dee Zi) 
L.z<=5a+b, a+5b,a+b. 


oo (a —20)?+ (2b — x)? a+2b — 3x\? 
245,,. b— 2224 2a—a) br 2a — 


Man setzt hier am besten a--27=u, 2b—-ı=v, 


b—-2:=w und 2a —x=t. Dann hat man ähnlich wie 
in 245, 












































= I2) 
w+t \w-Hi 
(“ E= )- (@ E= 2) 
w—t) \wHtt 
UT NUN u wog, Gb 
u te also 1 De a 








a — 22 — 2b— x)” /[2—a-+2b\2 
ee) 


L.x=a—2b, b—2a, (ar + b). 

948 7a—95+309’+ßa+3b — x) _ (5a — 3b -+x\? 
md: a 
L. <= 5(a+ b), V9a?— 14ab + 9b. 

243 7a — 932°’ — Ba 55-7 Bas 
14 ee 

L.c=35b — 5a, 3a — 5b, 3(a+b) 
x—b\? a?’ 22 -+2a—b 
244, ten 
2a°—+ 3ab + 2b? 


er Re Ua open 
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Diese Aufgabe und die fünf folgenden erfordern ziemlich 
weitläufige Rechnungen; der allgemeine in Nr. 240 angegebene 
Weg ist jedoch der natürlichste und sicherste. — Die Gleichung 
muß den Faktor a — b haben. Dieser Faktor wird sichtbar, 
wenn man korr. Subtr. nach 15c) anwendet. 





244. ) a? z+a+Tb 





rn ee LTa 
2» _16ab+b? 7,5 ————— — 
L.x=- ee a 











Bene ar a 17x 
2a. en) BD Va —z 








RAS DE 37 5Tab.n br. 























a-+b 
aa br an? a a+1iTb+x 
a Das maere 
Ib; „nt, Var+ 3dab + 3. 
a—b+x\? /(a+b\? 2x +4a+4b 
2a, el) Be 
a SH EIN, Yon Sad FEW. 


ct—a-tb 

x + 2a + a 
wickele, und vereinfache den Quotienten links, indem man 
erstens den Quotienten rechts mit 2x, zweitens mit 2(a — b) 
erweitert und jedesmal den KS. mit Subtraktion anwendet. 
Das gibt, wenn man 5a?+6ab +5b?=g setzt, 


t= 





Man multipliziere die Gleichung mit 


Elan b)e’— 42 = (a—b)g 17 2a? + tab 2b? 


x? — Ab2?— qgx — 4bgq a®—2ab+b? 





Hieraus durch Zerlegung 


xz-+-a—b 2a’+4ab+ 2b’ 


2 at EL !- 
Et ee a?— 2ab + b? 








USW. 





2a +b —32\2 /(da—b\? a+4b+4x% 

244,. ee) - 5) ana 
76a? 12?7ab-- 766? _— 
I Veb. 
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Man bringe den dritten Quotienten nach links und ver- 
einfache nach dem KS., so erhält man 
360(0®— ab) +4(da+5b)(ab— x) 16a°— 8ab + b? 
36x20 — ab) +4(da+4b)(ab— x?) 1665°— Saba? 


4a+5b—12x 16a?—8ab-+ b2 
2 u = 
1. #—-ab=0 2. 5Bat4b— 12x 16b5?—8ab-+.a? 


d. h. 














USW. 


1b} 


Schwierigere quadratische Gleichungen, insonderheit 
von der Form Az?” + Bxz"+C=0, Gleichungen mit 
seometrischer Deutung usw. 


245. Va — 2 ya +x=0 
B.2.—= 0,71,716, 
Die Gleichung hat links einen Faktor Yx. Setzt man 


diesen gleich Null, so hat man die erste Wurzel. Dann 
bleibt noch Yx — 2 + Yx = 0,woraus man Vx finden kann; 


denn man hat 
z A: /IN® A/oR 
(Ve) 3% V& ze 2, 


also Yx — 1,— 2 usw. 


246. 2a3 — 308 +0 = 0 ee 
Le RS: L eilt 
Der Faktor x, gleich Null gesetzt, liefert die erster 

Wurzel. Dann bleibt noch eine quadratische Gleichung für 


x3 zu lösen übrig. Man findet ei 1.2, 
247. «2 + 80% — 9a? 
Ir mE 


Man findet außer a? — 0, woraus <= 0 folgt, noch 
— ], 8. — Will man auch die imaginären Wurzeln berück- 


3 
2 


er 
sichtigen, so sind noch Suhl! und 2(—1-+iY3) zu den 
drei oben angegebenen hinzuzufügen, so daß die Gleichung 
im ganzen sieben Wurzeln hat. 
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248, ax" + bartn cat 0 


1 
L, = @ ea 


2a 








Dividiert man die Gleichung durch x°?”, so erhält man 
eine quadratische Gleichung für x? 
Ist allgemein die Gleichung 
ac" + bx"+ ca? = 0 
gegeben, in der die Glieder so geordnet sein mögen, daß die 
Exponenten der Größe nach aufeinander folgen, so läßt sie 
sich immer wie eine quadratische Gleichung lösen, wenn » 


das arithmetische Mittel zwischen m und p, d.h.» = 2 


ist. Setzt man diesen Wert für » und dividiert die Gleichung 
durch «?, d. h. die niedrigste Potenz von x, so erhält man 








m—p 
Br br 2! Lc—V0 
ar Ep oT ine 

2a 


2 


= es 2 äh 


2 





249. an? + ba? —= ca! 
2 
L ver) 
ET rn En 


372° + 802 21607! gibt a4, 
250. aa — ba? =: et 


1. (SetVa ER)" 





2b 
18103 + 320° — 17760-gibt © = 64, 11,, 


251. au® — ba? — Art 
Er er 


Der ra —= 2a 12a’? + 20°? 
L.»=+(a+b),+(a—b). 


je 
TE) 
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Sind &,, %3, X, &, die Wurzeln einer Gleichung, so muB 
die linke Seite derselben, wenn sie auf 0 gebracht ist, be- 
kanntlich (vgl. die Einleitung zum Abschnitt C) gleich 

2) %)(@® 23) — ,) 
sein. Daher folgt aus der Lösung der vorstehenden Gleichung 
die bekannte Zerlegung 


2a?b? + 20°? + 200? — a! — b!— a* 
= (a+b+n)-a+b+a)la db +) +b— 2). 
Um auf diese Zerlegung zu kommen, schreibt man 
0= 20% 20 + 2%? — a — 
Bl EM (a? + 2 2)? 
—= (2ab + a?+b?— x?) (2ab — a? — b?+ x?) usw. 

Indem man die einzelnen Faktoren dieses letzten Produkts 
gleich Null setzt, erhält man sofort die obigen Wurzeln. 











a+xz, cz a—x,c—x 
255. REN rn. 


a -bEL«C— Ab: 
re ‚v‘ a—b+e—d 


Man vereinige zuerst je zwei ähnliche Glieder. 


954. Very 23V: 


L.2=0,2 Irel 


a 

















255. V3a — 2b L 22 — V3a — 2b — 2x =7 
R [4 
L. 2= 0, Y2a(a—b). 





Durch Fortschaffung der Wurzel erhält man zunächst 
x* — 2a(a — b)&’= 0. — Auch auf dem in 73b) angedeuteten 
Wege kommt man hier, wie bei mancher der folgenden 
Aufgaben, leicht zum Ziele. Man setze z. B. hier die Summe 


der Wurzeln gleich uf Multipliziert man diese Gleichung mit 
a 


der gegebenen, so hat man sofort y=a. Die Summe der 
Quadrate der beiden Gleichungen gibt dann 


3a — 2b - °F usw. 


D. Schwierigere quadratische Gleichungen. S1 


a 
L.2=0, 2Yab. 








Dh izeVyd3atı_-g— 
EEE! Va+t 
L.2=0, 2Ya(a+5). 
258. ayb?+ 2? +bYVa+2°=(a+ b)x 
L.2z=0, . 
259. ayb?+ 2? +bYa’+ x = 2ab 


2ab 


L. = 0, es alhäldı + 22). 


260. V* = = Ver . —2r 


a—b 
Ya 55 








S 


L.2=o 








261. 2 —-a®+b=0 
Bee yar26 Hyazab 


Um auf dem gewöhnlichen Wege diese Form der Lösung 
zu erhalten, muß man zu der in 171b) angegebenen Formel 
seine Zuflucht nehmen, wenn man die Umformung nicht so 


übersieht. Die korr. Add. liefert diese Form direkt. Man hat 
+ b? 1 ze’ b _ yet+t?2b 


a 
IT VE ES 
FR Va+2b+ Va— 2b 


db yat2d—_ ya—2ab 


Schafft man jetzt die Wurzeln aus dem Nenner fort, so 
gibt das 
Wh (Va+2b+Ya— 2b)” 
Da 4b 


are REF 
= ( 

















USW. 


Man kann auch auf andere Weise zu der oben ange- 


gebenen Form des Resultats gelangen. Bringt man das zweite 
Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 6 
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Glied nach rechts, so kann man die Summe der Quadrate 
links auf doppelte Weise zu einem vollständigen Quadrat er- 
gänzen, durch + 2bx°. Man erhält 


x + 2b +b?=x’(a+ 2b) 
+ — 2b? + b’= x°(a — 2b) 
Radiziert man, so gibt das 
a) Kar ya +2b 
|2—b=-aYya—2b 
Diese Gleichungen hat man zu addieren und die resultierende 
Gleichung durch x zu heben. 





Man braucht auch nur eine der in (1) angegebenen 
Gleichungen aufzustellen und diese nach x aufzulösen. Es 
folgt aus ; 
2? — Ya +20 +b=0 
BE op een 
bzw. sofort 





Be Va+t2d- ya— 2b 











VYa-2ab EVa198 
u — > | 


Die Quadratwurzeln der Lösung können alle möglichen 
Zeichen haben, so daß die Gleichung, wie es ihrem Grade 
nach sein muß, vier Wurzeln hat. 

Diese Art der Auflösung kann in quadratischen Gleichungen 
von der Form 


(2) a: — br +c=0 
nur dann ein einfaches Resultat liefern, wenn ac oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, - ein Quadrat ist. Ist z.B. 


ac=m?, so hat man, wenn man die Gleichung (2) mit ce 
multipliziert, 


mc + &@=bea? 
m?xt + 2mcer?+ = c(b + 2m)«? 
ma+c= x YVe(b + 2m) 


0 = 31,(Veb + 2m) + Ve — Im). 





D. Schwierigere quadratische Gleichungen. 83 


Ist daher, wie oben in der gegebenen Gleichung, in (2) der 
Koeffizient von x* gleich 1, so muß das dritte Glied, hier c, 
ein Quadrat sein. 

Sind die bekannten Größen als Zahlen gegeben, so hat 
die hier gegebene Auflösung nur bei irrationalen Wurzeln 
vor der gewöhnlichen den Vorzug; denn man hat nach der 
ersteren nur zwei Quadratwurzeln auszuziehen, Ya +2b und 


Va—2b, nach der gewöhnlichen Auflösung drei. Diese gibt 
I Via + Via 
Man hat also zu berechnen: 


Vie- pe == y, Vıa+r und Ka 


So hat man für die Gleichung 
x —112?+16= 0 











nach der angegebenen Auflösung 





2 ge nEBegEN array REN rer 


= + 3,05; +1,31. 
Die gewöhnliche Auflösung gibt 
2 ek 


V57=1,55; Y9275 = + 3,05; V1,725 = + 131. 


In den nächstfolgenden Aufgaben wird sich diese Art 
der Auflösung vielfach anwenden lassen. Kompliziertere 
Gleichungen (z. B. 264, 266, 268 bis 271) sind immer erst 
auf die Form 261 zu bringen. 

262. A —- 4a + = (0 


1. m VoHb+Va=B, 





263. + — 4a + b)@?+16(a — bV = 
L. 2=y3a—b+Y3b —a. 


Man hat hier zunächst x +16(a — b? = 4(a + b).“. 
Jetzt ist auf beiden Seiten mit dem doppelten Produkt der 
6* 
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Größen zu dividieren, deren Quadratsumme links steht, d. h. 
mit 8(a— b)a”. Das gibt 


2° 2 16(a — b)® a+b 








8(a — b)x”  2(a —b) 
x? + 4(a — b) = Vee} 
UNO a A. 


x +a— ba +(a—b” a 
264. (oa begabt 


1.2 (V3a — b + Y3b — a). 


2655. t—2(a +4)? + Ha —b’—=0 
L.x<=YV2a—b+YV2b —a. 


+2 - Er T-Ma—b) a 
au zt— 2(a—b)e+9a—b 5b 


L. wie in 265. 








Diese Gleichung ist nur eine andere Form der Gleichung 265. 
267. 2 —2(a?+4ab — b)a’+ (a —b)'— 0 
L.2=YVa(a+b)+ Yb(da —b). 
Man hat nämlich 


2: ra =b)° rar tobt 
2(a—b)?e2? a?—2ab+b? 


2? +(a—b”? 1/aa+b 
2? — (a b>, KL bßa-—h 


268. x — 2(a? + b°)a? + (a — b)'= 4ab?’(a — 2b) 
L.2=YVa(a—b) + Yb(a + b). 
Man hat hier zunächst 2! — 2(a? + b?)2? + (a? — 2ab — b?)? 


—(), und dann weiter durch korr. Add. — Löst man in ge- 
wöhnlicher Weise, so erhält man 











USW. 





2?= a? +5? +2Yab(a?— b?) usw. 
269. a-a+b+,, 
12 Yet+b+Va—sb 
" 2 
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270. «Y2a +32? + Vab — 3at= a 
pe U EL VE G 





Man schaffe die Wurzeln fort. Das gibt zunächst 


162° — 4a +)’ +(a—b’=0. 
21. 2—- Via 30°" 
a+b+Yya— 3b e 
rer rye ER. 969), 
Man kommt zunächst auf !— (ab) +V=0. 


272. (2 — a)’ + en 


= M 
— a)? 


L 2=-1(2a+ym+32+ym 2). 


Man betrachte z — a als die zu suchende Größe. 
hat man 


mat m a m-+ 2 
Be, a, also an -VB an 


273. @ —- a” — (b+e)(& —- a” +(b— c’=0 
L. 2-a+-V3b—-c+-V3e-b. 








a? (2a)? ı:Q 





974. (x — a)? E a? = 


L.x= 2a + Ve+2a2+ Ve — 20). 
275. 4a — a) — 4ba —a” +d=0 
L.2=- -(2a+ybte+YVb—0). 


x +1 a 
A eine 











V?(a — b) 
Man hat 
(+ 1)(a—b) —-2ar=0, also 
se a 
ab 
BTL 2a —b 








Bus e „usw. 


Dann 
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De 
2 23 
1 er. ep u, ee 
L. 2» —-—Va+2+YVa—2). 


978 +2? +1 «a 


RE te Teen 
„2 _ VeaZb+ Ve >a 

; 2yVa—b 
979 x +10 +1 a 


TE REN; 
I V3a+2b+YV2a+3b 


























Va—b 
a+-dbrte— be? 2x 
280. Boa blue 
\ „_Vees4vis® 
| Var —»: 
281. je BR 3% (1 SS — 42? 
a b 
ent 
r Var: 


282. a?(l,— A) — Bl + = 4r 


Ds RE 
Va? — b? 


283, Ver 


1. a at I 


2 2 c—l1 














Für a= 50, b=41,c-2,, ist = 23, — 14. 


Kubiert man hier, so fallen die Wurzeln fort. Man erhält 


b+x 
a 





Sucht man hieraus x in der gewöhnlichen Weise, so 
gibt das nicht den einfachsten Radıkanden. Um diesen zu 


® 
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erhalten, kann man ganz, wie in 71, verfahren. Man kommt 
dann durch Multiplikation der entsprechenden Gleichungen auf 


(a—)— (b+%) ale 
ld ae rc 9? 


woraus & leicht zu entwickeln ist. 








283,. Die vorstehende Gleichung ist ein besonderer Fall der 
allgemeinen Gleichung 





1 BE 
u DE 
a) Da die beiden Wurzelgrößen zueinander reziprok sind, 
kann man die in 153b) und 166 angegebenen Lösungen an- 
wenden, man findet sofort 


1/a=az Vet2oVe—2, 
b+2 Ve+t2+Yye—2 
Potenziert man beide Seiten dieser Gleichung mit », so 
gibt eine erneute Anwendung der korr. Addition 
22 — (a—b)_ (Ve+2+Yye—-N’—-Ve+?2-Ve2) 
atb  (Vetz+yVe-D’+lYe+2—- Ve 
Bei Anwendung dieses Verfahrens auf die Aufgabe 283 
hat man dann 
22 — (a—b) 3(Cc+HD+le—DI/ce—2 c+1 
era lsc- DV ct2 euer Be 
b) Bei höheren Werten von n noch vorteilhafter und 
auch auf die Gleichung 

















(1b) Ye: _ +8 


anwendbar ist die folgende Methode, die immer auf die ein- 
fachste Form der Radikanden führt. 
Man sucht aus der gegebenen Gleichung (la) oder (1b) 


den Ausdruck Vz ‚ indem man sie nach 172 b) so schreibt: 





£ 1/a—&\” a—& 
9 (Ver) Virsr1=0 
Das gibt 
BEN EA VCH 
(2) Fe 
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Damit ist die Lösung schon gewonnen. Setzt man 
(4) K ze q 
| 2 


so erhält man aus (5) 





(5) B a nn. 
c) Sind für die Größen a, b, c bestimmte Zahlenwerte 
gegeben, so führt die vorstehend angegebene Lösungsmethode, 
namentlich für Wurzeln von höherem als dem 4. Grade, rasch 
zum Ziel. 
In diesem Falle empfiehlt sich außerdem noch besonders 
die in 153, auseinandergesetzte trigonometrische Lösung. 


Setzt man im Falle der Gleichung (la) sin 28 — ee und 
im Falle der Gleichung (1b) tg 28= — “so hat man in 


d ? 
beiden Fällen ar — (tg&)*, wobei für & zwei Werte in Be- 


tracht kommen. 
d) Der in Gleichung (3) gefundene Wert für 











, Mc 

b+® 
konnte ebensogut in der Form en geschrieben werden. 
Es folgt dies aus einer allgemeinen Eigenschaft der Lösungen 
einer quadratischen Gleichung, die aus dem Umstand entspringt, 
daß das Produkt der Wurzeln der Gleichung 


L2®+Mx + N=0 




















stets den Wert Di) haben muß. Es ist also x, = al 
L 1 L:.%, 
— My MIZRNG N 
Kal CB EL \E i 3 
|— M—-yM N 
ren 
\ 2LE 
2N 





Wendet man diesen Sachverhalt auf die Gleichung (1a) 


an, indem man die Wurzelgröße V®—4—r setzt, so hat 
man die beiden einander äquivalenten Gleichungen 


N 





aa er U ar 
Da b+-2  c0=# 
also 
AR MEN a—& 2n 





ENT: b+x2 (—nr’ 
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woraus durch korr. Addition folgt 


a—b—22 (+ — m 2n— (c—rr 
a ner 











Hier sind für die Größe re zweierlei Ausdrücke 
gefunden. Soll nun kein r, d.h. keine Wurzel im Nenner 
vorkommen, so sind die beiden Ausdrücke nach dem KS. 
(s. Nr. 19) so zu verbinden, daß im Nenner nur noch r? 
bleibt. Man hat also direkt den KS. mit Addition anzu- 
wenden. Das gibt 

re ek se 
arb (+ nr Henn Hart 





Im Nenner der rechten Seite heben sich die ungeraden 
Potenzen von r fort, es bleiben nur die ungeraden Potenzen 
von r, also lauter Potenzen von r?=c?— 4, d. h. rationale 
Größen. 

Für den Fall der Aufgabe 283, d.h. n=5, hat man 


RES -Er’)r 
a+b ce(e® +3r) +38?’ 


woraus leicht die schon mehrfach abgeleitete Gleichung 


el el EE 
ab Tine TVicH+H?2 
gefolgert werden kann. 


Dieser Weg scheint sehr umständlich, ist aber in Wirk- 
lichkeit sehr einfach und zugleich sehr Abe 





























L VASE ER, 
aoz ER RB Au Eee ker 
ar Ita bi TE? +Dye +4, 
L. 2 = RATE c3+3c 
Du in NE ET AR, 
Ar gibt = 96 N TW . 


Man verfahre nach 283d). Man findet hier, wenn man 
V®+4=r setzt, 
Ve re 


atb | w+o°+8 8+r— 0? 
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Jetzt ist der KS. mit Subtraktion anzuwenden, wenn 
das r im Nenner fortgehen soll. Das gibt 
ab an (Tee el 
DE DA. a en re 
2 a—ı 5b+& 
285. bear 


L. 2-2 +21 yo, 








USW. 





==. 





Aufgaben und Lösung folgen aus 285, wenn man die 
Zeichen von b und c in die entgegengesetzten verwandelt. 





Ve. 





b+% a—e 
Tut ne bie nase D eVer—4 
an ee 


Bei dieser und der folgenden Aufgabe kommt man am 
leichtesten durch Quadrieren und Anwendung von 150 zum 
Ziele. 














atb a—b c€-+2 
en cr "Vera 
ara b+x 
& Ar = 
a Vizs+ es 


a—b , a+b d+c—i We 
L.20= 2 nu er N 2 Pr) 








Hier ist das in 283 b) angegebene Verfahren das kürzeste. 


Man hat dann A eg 


ee. 
Jetzt durch Potenzierung mit 5 und Anwendung der korr. Add. 
a—b—22z (m+n’+(m— n? _5m?+10m’n?—+n* m 
LED. — (mtn)?—(m—n)? mt-+10m?n?-+5nt N 


wo der Kürze wegen Ye+2=m, Ve—-2=n gesetzt ist. 








2. 
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RN b+8 _ 
ax 
ee ern 2-+(c?+3c?+1)YVe? +4 





ce -+H5c’+5c 


Hier schlage man den in 285d) angegebenen Weg ein. 


Nach 283c) würde man, wenn man der Kürze wegen 











RZ] 
2 Bi 
setzt, erhalten 
ra de 
25 1-1 
aA—& ' b+x 
231. b+x a 





L.2-°+°7 





292. WI) +) =: 


ba yoer2 Tyer 2a Ma yer2+Ve—2 


VE 


b+x 
Bo Nars. -atvere 
Lx= 5 u 5 17ma5 
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Man addiere auf beiden Seiten 2 und ziehe die Wurzel, 
so kommt 


un 
Ebenso durch Subtraktion von 2: 


a—x DEE AEN True 
ehe. 





Aus der Addition dieser Gleichungen folgt: 
a—u_VetstVve—: | 2 | 
bF2 3 Vor aalere 

Hieraus durch korr. Add. 














ab Vera ca la al ve Lo 2Ve—2 
Also nach dem KS. durch Subtraktion 


a a 1 Ada eher 
a+b Ye 





USW. 
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Die Wurzelgrößen Ye + 2 und ve — 2 können mit allen 
möglichen Zeichen genommen werden. Die gegebene Gleichung 


hat demnach 4 Wurzeln. — Für c = = erhält man 


=2a+b, = (2a Bu 
> = (a— 2b), u—— (a-+ 2b). 


Am einfachsten löst man freilich in diesem Beispiele 
nach De, 
Kun) = 
rei = 


if) Ra a—b 2+(-1)yVeH2 
® 2 RN 2 (+1) Ve —2 


Um die angegebene Form des Resultats zu erhalten, muß 
man nach 283b) und d) verfahren. Man hat 


VS) Vers Vea _ (er 
































2 —b/ Oo Verne er 
ee Ve 2 
2 —b ver2- va 
ie - PEHRI- ( 2 ) ; 
8-3 Ver? —Ve—3 
ae — usw 


Dann ist der KS. mit Subtraktion anzuwenden. Das 
gibt schließlich 
a+b—22 (c—1ye +2—2 


a—b (e-- 1) Vea 








Die Gleichung hat, wie die vorhergehende, 4 Wurzeln. 


Setzt man c= zn so erhält man die Wurzeln 


Satb at+sb B8a—b B8b—a 
GBR uucz Zr 4 





Bei rationalen Wurzeln ist auch hier der in 165a) an- 
gegebene Weg der einfachste. 
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ob, ca +dı au—b', cx—d 
294. a+bx ir c+tdz a—bx = c—dx 


L. air 


Durch Vereinigung der a und b, sowie der c und d ent- 
haltenden Glieder unter sich erhält man 








2ab(1—@)  2ed(1— x’) 
a? — b?x? ce — d’x? 





ee 


welche Gleichung durch Zerlegung leicht weiter zu lösen ist. 


ax —b cc —d a—bx e—dx 
294. Be: SET ang 


eu (a —b+ece—d)\(\a —b—c-+d) 
L.2=+], ee. 


Man verfahre nach 165a), so erhält man 

















1 ac—b a Dd% 
red c—da’ 
9 ac—b c—dx ich +1 Ger, 





dhee=-+1 








Ber abe’ 9% 2ab — 2cd 
Aus der letzten Gleichung folgt durch korr. Add. leicht 
u Br ] 
+1 1 1—r 
23. (ce +D)(e +3) —4 (2 — 7) 
+2. —- Ye 3) +9) +) = % 
L.2=+32, +3. 





Bei der Entwickelung ist das bei Aufgabe 1 Gesagte zu 
beachten. 


2%. —-Y)(e +3) (2 —5)(2 +9) 
+@+D)@-3)@+3)@-9N+18-0 
L.<=+2, +6. 

297. 2z +2 - Br +2) —22)(l+2) 
+22 —- )2 +0)B82—-2)8+22)(1— x) = 30 
L.2=+1, ya. 
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Die entwickelte und geordnete Gleichung lautet 
16x —- 192? +3 =0 
d.h. («°— 1)(162°— 3)=0 usw. 
1+% 5+%2 2+% 11 — x 5b—ıx 2 — x 
238 7+% 27 er re 
x 23 
be =0, am} je. oo. 


Man vereinige zuerst die entsprechenden Glieder und bringe 
dann die Gleichung auf den Nenner (49 — 2°) (9 — x?) (1 — 2°). 


299. «ya —-—atayeta=Vet a 


5 
L.x=0,,--—a. 


+ 
3 

















Man quadriere und löse weiter durch Zerlegung nach 92. 


300. Va! — 2az + = Var +b)(b—a) — V(x— a)(b — x) 
Lie aba tya 








Man bringe das 3. Glied nach links und quadriere, so 
läßt sich die entstehende Gleichung leicht zerlegen. 


301. ya ie Ava 
vax 





L.x2=a4, SER: 
Schafft man die Wurzeln fort, so erhält man 
(a — 1? — 20a —- 1) - )e + aa — 1-0. 
Links kann man die Wurzel ziehen. Es bleibt also nur noch 
zu lösen 


( - )? —- (ac —- )=0. 
Man kann auch die Gleichung des 4. Grades vermeiden. 
Quadriert man, so erhält man zunächst | 
a + a? — 2? — a — 2axY(a— 1)\a—1=0 
x(a— 1) - 2a Va - 1) -D+ak—1)-0 
und hieraus durch Radizierung 
zYa—1l-aVz—1-=0 usw. 


Auch der 73b) angegebene Weg wird hier sehr zweck- 
mäßig angewendet (vgl. 302). 





EEE ES nn Fi nen 
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2x? 


yala-+ 2x) 





302. Ya(a + 2) — Yrla — a) = 
L.2—=0, zay2. 
Man quadriere, isoliere die noch bleibende Wurzel und 
quadriere wieder, das gibt 
4 —- At (, 
d.h. 22? — a’=0 usw. 
Oder man setze 
Verla +2) + Verla — 2) =Y, 
gleich einer neuen Unbekannten. Diese Gleichung, mit der 
gegebenen multipliziert, liefert 


y=Ya(a + 2x). 
Man hat demnach statt der gegebenen Gleichung die 
offenbar einfachere Gleichung 


Vx(a +2) + Vx(a— x) = Ya(a + 22) 








zu lösen. 

Diese hier angewendete Methode, zunächst die Differenz 
der in der Gleichung vorkommenden Wurzelgrößen zu suchen, 
erspart oft weitläufige Rechnungen. 

303. Ye —2 +Vz=Vr—1 

L..2=1+Y?2. 

Man quadriere, bringe auf OÖ und ziehe die Wurzel, so 
kommt Yz—22—1-=0. — Oder man quadriere und be- 


stimme zunächst Ve—22=y. 
Man erhält 
2y=y’+]l, y=1 usw. 


304. Wera Hy +ı= nu 
Be aa-2+y5). 
Man quadriere, so erhält man 
4ax(a? — x?) = (a? — a?)?, 
welche Gleichung sich leicht weiter durch Zerlegung lösen läßt. 
an Vo YVar 
L..2z=a(-1+]P22). 
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Nach Fortschaffung aller Wurzeln kommt man schließ- 
lich auf 
(© +2ar —- a’ —=0. 
Oder man schaffe die Wurzeln fort und löse nach 
365 u. f, indem man «? + 2ax=y zunächst bestimmt. 
Schafft man die zweite Wurzel der linken Seite nach rechts, 
quadriert und bringt die Gleichung auf 0, so erhält man 


20. VER_ yet _yoh=) 


L.x=a(1+9V?2). 


Man quadriere und bringe auf O0, so kommt 


[IYz(« — a) —-Va(x+ a) — Ö. 
Oder man schaffe die Wurzeln fort und löse nach 365, in- 
dem man zunächst x? — 2ax = y bestimmt. 


307. (a +YV®—- 1) +V® —-1)-a+Va Zi 

L.z=ab +V(a — 1)(#® — 1). 

Der einfachste Weg, zur Lösung zu gelangen, ist, die 
reziproken Werte der beiden Seiten der Gleichung einander 
gleich zu setzen. Da nämlich 

ae VE — a— Va?—1 usw. 


ist, so erhält man 


(1) (a -Va&-1)b-yV#®—-1)=x—-Ve-1. 
Diese Gleichung, zur gegebenen addiert, liefert sofort die 
Unbekannte. 

Allgemeiner kann man auch hier den in 302 angegebenen 
Weg einschlagen. Man setzt 


(2) (a Va 1)o vo 
Multipliziert man diese Gleichung mit der gegebenen, so 
findet sich 








1=t(xe +VYe°-1) 
ET nn ern, 
= BE 80 2 —Vx 1 
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Daher geht die Gleichung (2) in die Gleichung (1) über 
usw. — 
Subtrahiert man (1) von der gegebenen Gleichung, so 

erhält man " 

Bo eva —|eVer ti 

2 — (aV® —-1+bya—2)=-1. 
Setzt man hierin für x den gefundenen Wert, so muß 
immer sein 


[a5 + V(a? — 1) & — 1) - (ay® -1+5Va®- 1-1, 
wie sich leicht ergibt. 
Übrigens ist diese Gleichung nur scheinbar quadratisch; 


isoliert man Yx? — 1 und quadriert, so hebt sich x? fort, und 
es bleibt nur x in der ersten Potenz. Trotzdem liefert die 
angegebene Lösung zwei voneinander verschiedene Werte, je 


nachdem man die beiden Wurzelgrößen Ya? — 1 und Yb? — 1 
mit gleichen oder verschiedenen Zeichen und demnach auch 
die in der Lösung auftretende Wurzel mit positivem oder 
negativem Zeichen nimmt. — Eine ähnliche Bemerkung gilt 
auch für die beiden folgenden Aufgaben. 


308. a +Y®—- 1) +Y#® +1)=2+Ve®-1 
re ern oye1. 
Man findet hier zunächst 
-Ve=D-B4VRFN)-5-Ve-i 
Beva 1) VE —_I)ec+yVe-— 1) 
—=g vg: —1 
Bere De DHiyae-ne- 1) 
+ eV (a? — 1)(? — 1). 
309,. Für die Aufgaben 307 und 309 läßt sich auch 
eine trigonometrische Lösung angeben, die durch den Moivre- 

















schen Satz an die Hand gegeben wird. 
Setzt man in diesen Aufgaben a=cosa, b=cosß, 
C= (0859, &= cos$, so hat man sofort für die Aufgabe 307 
die Gleichung 
(cos« + isin«)(cosß + isinß) = cos 8 + isin$, 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. { 
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aus der sich 
g=a-+ß 
cos& — cos(« + BP) = coswcosß — sin«sinß 
—-ab-YVl—-ayi 
= ad -V(R - )®— N) 1) 
— 4b +V (a? —1)®’ —]1) 


findet, wie oben angegeben. 
Im Falle der Aufgabe 309 findet sich entsprechend 


cos$ +ising=cos(e +ß+y)+tisin(ee +ß-+y) 
a ei az Y; 
woraus durch Einsetzung der Werte für cos«, sin«, cosß, 
sinß, cosy, siny und ähnliches Verfahren wie oben .die bei 
309 angegebene Lösung hervorgeht. 
Ve+ 2c+ ya— 2% Ir. ma? Vmz+2-+YVmx— 2 
"WVatnx--Vo-2u a YVmz +2 —Ymz—2 


a a 
ee 
Mm m 


Man schaffe die Wurzeln aus den Zählern fort, so er- 
hält man 




















310 





a MX 


Fee ————g 
a—Va?—4Ax? ma—yYm’z’—4 








also 
A ME 


Va-ız YVmra—ı 
Durch Quadrierung und erneute Anwendung der korr. 
Add. findet man jetzt leicht m?x* = a’. 
311. Va+z)(c —b)+YVla—-z)(c + b) 
-Vla+)@+b)-Ya—2)(@-b) 
1,» Valat 20) +Va@=2D), 


id 

















Nach Fortschaffung der Wurzeln kommt man schließlich 
auf &! — a?” + a?b?=0, welche Gleichung weiter zu lösen 
ist nach 261 u. £. 
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312. av#2+1-ye@®+1)—-#=br 








en a? — b?— ce? 
Va+b+9—-a+b+9H(la—b+9(+b— 
Außerdem kommt noch 2 =. — Man bringe das erste 


Glied nach rechts und quadriere, so erhält man eine Gleichung, 
die durch Zerlegung weiter zu lösen ist. 

Sind a, b und ce die Seiten eines Dreiecks, so ist x. 
gleich der Cotangente des der Seite c gegenüberliegenden 
Winkels. Denn einerseits folot aus der Lösung, wenn A 
den Inhalt des Dreiecks bedeutet, 

a? b2_ ec? 
(1) Den SET SE 
Andererseits hat man 


2 


2abeosy=a+b?’—c 








2absiny= 4A 
a? + b? — c® 
also a IR 
mithin = cotyY. 
313. au = VbRa? — a? + YVe?a? — a? 
L. & 9a: 








— Vla+b+o—-at+tb+tga—b+üatb—) 


Dazu kommt noch 2=0. Sind a, b, ce die Seiten eines 
Dreiecks und die ihnen gegenüberstehenden Winkel resp. «, ß, », 
so ist 

= cotß-+ coty. 


Nach der vorhergehenden Aufgabe hat man nämlich 


a?+.c? — b? 


cotß = Zn Te 








Die Addition dieser Gleichungen gibt die Behauptung. 


3a Verza- RL VE - ad VR—-#—-e—=z 


a b C 








Man schaffe die Wurzeln fort, mdem man ein Glied 


nach rechts bringt, dann quadriert usw. 
Fo 
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Sind a, b und c Strecken, so lassen sich die drei 
Summanden, die in 2x2 stecken, als vierte Proportionalen zu 
diesen, immer wieder anders gruppierten Strecken leicht 
konstruieren. 


315. VA + Va UVP -d-: | 
Lo — + r9 Gar Ir ae ee 
| 2y2(— a? +b?+ (a? — b? + c9) (a? + b’— c®) 
Auch hier kann man x geometrisch deuten, wenn a, b 


und e die Seiten eines Dreiecks sind. Konstruiert man näm- 
lich a, b’ und ce’ so, daß 








& dd—=-(- + re), db - (eu, 


El 
c= > (@ +b? — e?), 


so ist x gleich der halben Summe der vierten Proportionalen 


Bf 


zu 0,07 0:02 0.0.3 306 Seh 
Id. a ed 

B an. 

Die drei Strecken a’, b’, c€' sind leicht zu konstruieren. 
Man schlage über jeder Seite des Dreiecks als Durchmesser 
einen Kreis und verbinde den Punkt, in dem ein jeder dieser 
Kreise die zu seinem Durchmesser gehörende Dreieckshöhe 
schneidet, mit den Endpunkten dieses Durchmessers; man erhält 
dann sechs paarweise gleiche Linien von den Längen a’, b', €’ 

In dem Dreieck ABC sind BE und 
CE zwei solche Linien. Im rechtwinkligen 
Dreieck BCE ist 

BE?=a.bDZarceı 
- (a +0), 

mithn BE=b'‘. Entsprechend findet sich OE =c.. 

Die Richtigkeit der Gleichung (2) folgt, wenn man die 
in (1) angegebenen Werte in (2) substituiert. Dabei ist frei- 
lich zu beachten, daß die Gleichung gilt 


(—- +) (+6 —) + (+ — a) (a? +6? — ce) 
+ (b’+ ®— a)(@® —b?+c) 
= (a+b+c0(b+ce—-ala—b+o(a+b—e). 
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Oder man hat aus (1) 

Bahber  B=adtee, C—=ada+bb. 
Durch diese Substitution geht 315 in 314 über, muß also 
dann dieselbe Lösung liefern. 

Die Strecke x hat zum Inhalte des Dreiecks eine eigen- 
tümliche Beziehung. Man hat die bekannten Formeln 


(a+b+o)-a+b+eola —b+eo(la+b— c)= 16A?. 
— +5 +&—=2becose, @ —b?+ = aceosß, 
a +b — = 2abcosy. 
Dies in die Lösung eingesetzt, gibt 


(3) Be An an le: 
a?b?c? cos«- cos ß- cos y 





Aus den bekannten Formeln für den Inhalt des Dreiecks 
A= —besin e, A >acsin ß, A — ab sin y 
folgt durch Multiplikation die symmetrische Formel 
N zarb?e sin«-sinß- siny. 
Diese Gleichung mit (3) multipliziert, liefert 
1 
= zAtga.tgß tgy 
A=2x2cot«-cotß-coty. 


Be Va VrR 


2abe 

I, = - = 
Va+b+9-a+b+9(—b+gH(a+b—e) 

Sind a, b, c wiederum die Seiten eines Dreiecks, so ist 
x der Durchmesser des umschriebenen Kreises. — 
Ist nämlich d dieser Durchmesser, so hat man, da der 
Nenner der Lösung 4A ist, und bekanntlich die Formel 
abe—=2dA gilt, 














ea 


= Yon =ch 
Man kann das auch direkt ableiten. Die Formel 
(1) tge+tgß+tgy=tga-tgß-tgy 


ist bekannt. Aus ihr folgt leicht die Gleichung 
(2) cot«& - cotß + cot« - coty + cotß - coty—1. 
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Multipliziert man diese Gleichung mit 2, addiert auf beiden 


Seiten 
cot?&« + cot?ß + cot?y 


und radiziert, so erhält man 


(3) eot« + cotß + coty —Ycot? « + eot?ß + ceot?y +2. 
Nun ist bekanntlich 





4 a 
sın & 7 


also auch 


ot AV, — n et ty AV, —H 


1 
2 2 2 Te he Ä 
ct? + ot + yet 23) 


Dies, in (3) eingesetzt, gibt die oben stehende Gleichung 
für de 


317. aY(a? — BP) (a? — &) + bY (2? — a?) (x? — €) 
+ eV? — od) —D°)= abe 
L. wie in 316. 


Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nur der 
Form nach verschieden. Wenn man in 316 die Nenner fort- 
schafft und quadriert, so erhält man 317. — Man kann 317 
auch direkt aus 316 (2) ableiten, wenn man für die Co- 
tangenten ihre Werte durch die Seiten setzt: 














a eng 
cot« = Vo — a? usw. 


Wie in dieser und in der vorigen Gleichung die Größe x 
auf algebraischem Wege gefunden ist, so konnte sie auch 
auf geometrischem Wege gefunden werden. Gleichungen, die 
außer der Unbekannten nur noch die Größen a, b und c 
enthalten, lassen häufig eine Beziehung auf das Dreieck zu, 
und bisweilen ist sogar die geometrische Lösung leicht, wo 
die algebraische auf Schwierigkeiten stößt. Es sei z. B. 
gegeben 


1) aVya-a+bya—E+eVyr—a— ie, 


%C 





Schafft man die Wurzeln fort, so wird die Rechnung 
sehr weitläufig. Eine einfache geometrische Betrachtung 
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zeigt, daß in diesem Falle x der Durchmesser des um das 
Dreieck beschriebenen Kreises ist, oder doch sein kann. 
Denn unter dieser Voraussetzung sind 


Var a, bVaa BD .cVYar 
die vierfachen Werte für die Flächen der Dreiecke, welche 


von je einer Seite und zwei Radien gebildet werden, und 


ade ist der vierfache Inhalt des ganzen Dreiecks. Daher 





gibt x als Durchmesser des einem Dreieck mit den Seiten 
a, b, ce umbeschriebenen Kreises eine Lösung der Gleichung 
(1), und es muß nach 316 und 317 mithin 








Varb+9natb+ga-I+9a+L—g ?4 
eine Lösung der Gleichung (1) sein. — Daß diese Lösung 


genügt, ist auch algebraisch leicht nachzuweisen. Man hat 
nämlich aus (2) 








ea ab’ re) 3 _ ba —bt+ ec?) 
V». —- d- ER a Vereg na | 





een 
Ve —- ee - IR 


Die Einsetzung dieses Wertes in (1) gibt 
e?—- +++ — + C) 
++ —- = 16A), 


eine identische Gleichung. 
318 Va! 2) (0? = 22) +Y (a? — 2?) (@ — 2°) 
+V(b? — 22) (® — 2?) = 2? 


1 ande EHE) 
Man schaffe die Wurzeln fort, indem man ein Glied 


nach rechts bringt und quadriert. Schließlich bleibt noch 
eine reine quadratische Gleichung übrig. Das Resultat für x? 

















ist in Faktoren zu zerlegen. 
Auch diese Gleichung mit ihrer Lösung läßt eine geo- 
metrische Deutung zu. Es ist die folgende: 
Man konstruiere aus a, b, c ein Dreieck, aus 
den Höhen dieses Dreiecks ein zweites und 
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aus den Höhen dieses zweiten ein drittes, so 
ist & der Durchmesser des um das dritte 
Dreieck beschriebenen Kreises. 


Sind nämlich die Seiten der drei genannten Dreiecke resp. 
abe, a,b,C, Agbglz, 
und also ihre Höhen entsprechend 
0,616, Aydz6g, Aybz05, 
und ihre Flächen bezüglich 
2; DE A,, 
ist ferner d der Durchmesser des um das erste Dreieck be- 
schriebenen Kreises, so hat man die Gleichungen 


(1) au —=bb,—ce IB 
(2) 4 —bb,—= a9 —=2A, 
abe 


Aus (1) folgt 


Setzt man diese Werte in die Lösung ein und beachtet, daß 


V(a + + )- u +d, +a), +). +b, —a)=AA, 


sein muß, so erhält man 





_abe-A, 
I BANN 





Diese Gleichung durch (3) dividiert, gibt bei Berücksichtigung 
von (1) und (2) leicht | 





Hieraus sieht man, daß x zu a,b,c, dieselbe Beziehung haben 
muß, wie d zu abc, womit die Richtigkeit der geometrischen 
Deutung nachgewiesen ist. 





219 Vezz+ybe _ c 
Ve—-z—-yb—-x Va-x)(b— x) 


any} ad 
LU. 20= NER 2 a br4e 


id 
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a) Man schaffe alle Wurzeln fort, indem man mit den 
Nennern heraufmultipliziert, die Glieder mit VYa—x zu- 
sammenzieht und ebenso die mit Yb — x und dann quadriert. 
Das gibt | 

(a+c—- 2? (b—-a)=(—-b+a)la— x), 


wovon nach der Entwickelung 


”— (a+b)e+ab= 





Cl IK 

a—b-+4c 

Diese Gleichung ist in der gewöhnlichen Weise weiter zu lösen. 
b) Man suche durch korr. Addition zu lösen, indem man 

die identische Gleichung 


(1) (Va 2) (Vb—-a)=a-—b 


benutzt. Dividiert man durch diese Gleichung die gegebene, 


hebt durch Ya— x + Yb-— x und geht mit der Wurzelgröße 
V(a—x)(b— x) nach links, so gibt das 











(Va—az—yb_.% a—b 
Hieraus nach 18, 10, indem man Ya — x = u und Yyb— z=v 
gesetzt denkt, 2» 
; Vest VE _yazırke. 
(3) Ve— c—Vb—x V a—b 
Jetzt wendet man wieder korr. Add. an, quadriert und 
wendet nochmals korr. Add. an, so erhält man 
arb—2r (a—b+Ilr(la—b) 
a—b 2VY(a—b)(a— b-+4c) 
Die Gleichung (2) kann man auch dadurch erhalten, dab 
man die linke Seite der gegebenen Gleichung mit 
eier 


erweitert. Das gibt 








(2) Va —&ıd —%) € 











USW. 





a—b C 
——— usw 
(Ya—x—yb—x)” YVa-a)(®—b) 

c) Noch einfacher kehrt man die Gleichung (2) um und 
findet, indem man das Quadrat entwickelt, daraus zunächst. 
a—-)rb—mM  a—br2e 

Va —a)b— &) * 
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Daraus nach 18, 16 oder 180 


—-)+b—) _ rt 
(a— 0) — (b—%) Vor Bao I 











d) Eine allgemeinere Methode der Auflösung für Glei- 
chungen dieser Art ist, daß man solche neue Unbekannte 
einführt, durch welche die Gleichung von den Wurzelgrößen 
frei wird. Das erleichtert die Übersicht. Hier hat man zu 
setzen 


(4) Ya-ı=u, Vb—-x=v. 
Dann folgen aus der gegebenen Gleichung und aus (4) die 
beiden Gleichungen 


WDR 1 
(5) u—v ww \ 


I —- W=a-—b 
13 ! 





Hieraus sind « und ® zu bestimmen. Man dividiert die 
Gleichungen ineinander. Das gibt 


(6) UV C 


(u — v)? TONER 





Durch Anwendung der korr. Add. und durch Radizierung er- 


hält man hieraus _ 
ee A a a + 4c e\ 
Cd) yet 


Wendet man abermals korr. Add, an und quadriert, so erhält 
man durch nochmalige korr. Add. 








a Gr Dr a0 SE 
w“— vo? Ya—dLAc)(a—b) 
ab 270 a—b-+2c 





USW. 





a—db,  Va-priolı Di 


Statt der in (4) angegebenen Substitution hätte man auch 


die Substitution 
We — =-u+ v| 
Vb-z=u-— vJ 


vornehmen können und würde dadurch bei den meisten Auf- 
gaben schneller und leichter zum Ziele kommen. Da jedoch 
auch diese Substitution auf Gleichungen mit 2 Unbekannten ® 
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führt und diese Methode der Auflösung sich nicht wesentlich 
von der folgenden unterscheidet, so ist sie nicht weiter be- 
rücksichtigt 

e) Man setze 


(8) Va=z- (1! +94 Vb-2=-(1-0. 
Aus dieser Substitution folgt 


a—b= 414? er x 


Ba 


und die gegebene Gleichung geht somit über in 











DIR 
Lea 

Das gibt 

ab 
9) ee. 
Aus (8) hat man 

>; 1 
2) rer 


Die Quadratur dieser Gleichung liefert bei Anwendung der 


korr. Add. 





aD IR 


> 
f 


rt 18 1 ı9). 
t 


Setzt man hierin für t den in (9) angegebenen Wert, so er- 
hält man | 
arbz2e a—b+2e 
a—db YVla—b)(a—b-+ te) 


Um nicht erst die Größe A wieder herausbringen zu 
müssen, tut man gut, die gegebene Gleichung mit Hilfe der 
bereits benutzten identischen Gleichung 


Ve Von 


so umzuformen, daß links im Zähler und Nenner überall 
gleich hohe Potenzen von VYa— x und Yb— x vorkommen, 
während rechts nur bekannte Größen stehen. Man hat dann 
die vorgelegte Gleichung durch die genannte identische Glei- 
chung zu dividieren; so erhält man, wenn man das Produkt 


der Wurzelgrößen nach links bringt, 


(VYa-s+Vdp—-2)Va-b-) _ ee 
nee yes) ab 








USW. 
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Hieraus folgt durch Einsetzen von (8) sofort 


2.11) e 
TER, 


e=6(a— b) gibt a, Pr, 


a=60, b=47,c=546 gibt = 96, 11. 





USW. 








ve—a+tya—b c 
Fe Ve—a—ys—ı 4a+b— 2x 


2 a—b 
iz % Vrn 


Der einfachste Weg ist hier der in 319e) angegebene. 
Auch der in 319c) ist sehr kurz. Man hat mit Benutzung 


von 
Va=af -Va=lf --(a-) 
aus der gegebenen Gleichung 


Ar ar (ed) Pr RE O-TON 
(Ve a Va par 
Hieraus durch korr. Add. 
Ee-)hRTIE CR 
2ya-a@—b,) *-la—b) 


Mithin nach 18, 16 
@—-)+(a—b) _ € 
(e — a) — (ce —b) Vet 


n 4a—b 4b—a 
e=d(a -binbiir n 






































Für a =6,!b 11, a =65 Il 
391, a—- ya —a+b—yyb—a_ 
Vva—-z-yb=x 


en as a—b 
ar + Ve 











Bei Einschlagung des in 319c) angegebenen Weges würde 
man hier, indem man durch die Differenz der Quadrate der 
Wurzeln dividiert und durch die Summe der Wurzeln hebt, 
kommen auf 
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Va =D’ -Va-b-DtVb-n®__ e 
(Ya—zyb—x)” a—b 
eh er ek 
ne (vgl. 180). 

- 16a — 9b 165 — 9a 
e—=13(a—b) gibt =, ———. 
a=43,b=32, c—=341 geben x — 68, 7 

3 
322, (Ya—-a+vVb— a) _ 
Voe=-c:—-yb—- x 


BRD rnar Dbie Dh 
I 4 ei. 

















C 
c= 4(a — b) gibt a, et. 
Bo: Dich =1ll,c=250 ist. x = 60,2 


323. (a— a) pe: _(b—a) Ne 
TER a—+b (a — b)e 
# 2 Tyezaanb 
Die Gleichung läßt sich auch in die Form bringen 
var ye ar Ne 
a u Ma neh! 
woraus nach 180 mittels korr. Add. hinzuzuschreiben ist 
BEE De am), € 
Bao Ve Na Er 


9 m, 25b—4a 
10(@ _— b) gibt x >1 y 51 


Für a=31, b=10, ce=60-. ist 2 — 35, 6. 


























e=2 





324. (a—-2)Yya—-z+(2 —-b)Yz-b)(Yya—-z+YVz=-—- d) 


—= (a —b)? 
b 
Rx =a, De 


Man führe die Multiplikation aus. 
des Quadrats der identischen Gleichung 


(a — a) + -b)=a-b 
leicht 


Das gibt mit Hilfe 


(a -b)Va—2)@-5)-2%!a- 2) -b) 
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325 (-a)VE+@-HYyY-a—b 
b b a—b 
Lo up 0 


’ > 











Die einfachste Auflösung ist hier die in 319e) ange- 
gebene Man setzt also 


Ve-2=(1+Yi YVs-b-(1-—dHA. 
Da findet man schließlich für { die Werte 0 und Y— 3. 


Demnach wird man weiter zu lösen haben 

















Wenn. 
6 VER VE 
2 VT—-c+Ve—3 


L.2=71,3,5+4:Y2. 


Man entwickele das links stehende Quadrat und quadriere 
noch einmal, so erhält man eine quadratische Gleichung für 
das Produkt der Wurzeln. — Oder man quadriere die Glei- 
chung, dividiere sie durch die betreffende identische Gleichung, 
so kommt man nach 319e) zunächst auf 


+ RB 2=0.dht= 





29" (a — 3? Ya at (ab Va N 
327. Ye NE (a —b) 
ee een 





Man kann links durch den Nenner heben, nach der 
Formel 
I - uw + vt — uv(u? + v) + u?v? 


Das gibt = — (u? + Dos _ uv(u? db v2) —_ up? 
(a — 5) — (a — b)V(a— a)(« —b)—- (a— x)(x — b) 


= (a — B usw. 











L. wie in 327. 
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a— a)’ ya—a+b+a?yVb+x EVENT 
Be: (a— 2)ya— ca +(b+xyb+zx zane end 


a—b 
Ls—t. 


Die Gleichung liefert zwei gleiche rationale Wurzeln. — 
Man bringt den Nenner nach rechts, vereinigt die Glieder 
mit (a — x)? und die mit (b + x)”, so gibt die Zerlegung der 
Gleichung sofort das Resultat. 





990. AD VE+r+b + Va—a a 
Va—a+yb+e 2 


a—b 
Lx= re 


Man hebe links durch den Nenner. Da bleibt noch 


Va —- 2) +2) (Y(a - 9’ - Ik 2) +S)+VYb+ 2) 
Daraus En (7 ö " 
Gebote) -(atb)Ya-a)\b +2) -+ (+) = 0 
Va-2)0 +9) -°4° 
Die Gleichung liefert vier gleiche Wurzeln. Schafft man 


alle Wurzelgrößen fort, so erhält man 
16x — 32(a — b)x’ + 24(a — b)’a?— 8 (a — b)’x 
ar (a br b)‘ re, 
d.h. 22 — (a — b = 
331. (x + Ve? —a)(« —- VRr—a)=c 


az 


Man erhält zunächst, indem man links zwei ungleiche 
Faktoren miteinander multipliziert, 


(ce + Vo —a)-a=c 
Dre We SE 
z+VR®—-a- 


C 
a’ 

welche Gleichung am einfachsten wie 307 oder nach 73b). 

(vgl. 302) aufgelöst wird. 























— () usw. 
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Een CA 








2 +YVa— x? 
T V3a—2c+YV2ce—a 
‚= 5 % 


Man hebe links durch den Nenner und benutze schließ- 
lich das bei 261 Gesagte. — Dasselbe gilt von der folgenden 
Aufgabe. 


Ba ee Var czya? — x? 














2 + Va? — x? 
Te _&a Ve+3+Yye—1, 
? E Ve+1 











534. Va=a—Vz-b _a+b— 2% 
ee Vrryası; er 
Ina, ee \ 
Man wende korr. Add. an, kubiere und zerlege schließlich 
die Gleichung. 
334.. er: =Y Zul 
VT-2+V2-5 


Daae T4ne0: 


=-6—ıX 








3 ae 
935, Va— x)? VAR m De 
Vazey Va) ne 
| L.x2=0, De 














3 E) 3 MEINE 

335, (ae ae en 
VE —- 0? +V@—a)? 
L.2= 5,8, 


336, ae -»Ve-a+@-DN eo _a+b 
Va-a’Va@—D) 2 























I2>=%,b. 
397 a )VYatz+b+nVb—x ie ee 
Ve+a+Vb—x : 
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Man bringe den Nenner nach rechts, vereinige und 
zerlege. 


398, Üe-oVote+b+BVatz_a+b 
Ve—a+Vo+ 2 
1 


2 





Die Gleichung hat vier gleiche Wurzeln. 
339. VYa-z+Yx—-b=YVa-—b 
ara, Db, 
Man kubiere nach 67. Das gibt leicht 
(.—- )(e —b)=0. 
339. VY2atb— x +YVa+25— z= V3a+3b— 2x 
L.©=-(a+b), 2a+b, a+2b. 





Setzt man die Kubikwurzeln links bzw. gleich vu und v, 
so hat man, wenn man kubiert, u +v’=w’+v?, d.h. 


)u+v=0 
2) m+V” =wW—uv+v, also vv—=(, u=0, v=0 usw. 
Kubiert man direkt nach der in Nr. 67 angegebenen 


Formel, so erhält man, da dann «+» gleich der dritten 
Kubikwurzel ist, 


3) V3a+36 2x2. VY2a+b—-x-VYa+2b—x=0, 








also 





1) VBa+3b —2r=-0 YNRatb—-z=0 
3) Va+2B— 0. 
339, Va-a+YVb-a- — Va+b— 2x 


L. a, a,b. 














Ba Ba ro tVaer2tt+a= Wr ab 


L.=0— 272, 205, 2b=a. 


339, Va+b—- 2 —- Ye —-a+b=Y2la- a) 
 —Lxz=a,a+b,a—b. 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl, SH 
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340. Ya-a)+ Va-)O-n)+VO-n=-Vartab+i® 
Na 


il 





»__(a+bd)ab 
table "Ta tab+b: 
Man ziehe zur Lösung die identische Gleichung 


(Va— a’ (Vb 








_a)=a-b | 
heran, dividiert diese Gleichung durch die gegebene, so 
hat man | 
Bien Eh Ve a—b 
a— c—- yb-ı= . 
v v Ve’tab+b: 


Hieraus folgt durch Kubieren (vgl. 67), Isolierung des 
Produkts und nochmaliges Kubieren 








R 3h° 
2 — (a-+ N 
ie a2 1  a®+b® 





am @tadbrp \ 
Leichter kommt man nach 73a) durch korr. Add. zum 
Ziele. 


Setzt man Va —t=u und Vb —x=v, so kommt 
man auf 




















u"—uv+V? a?—ab-+ b’ ure2i a 
w+uv+v? a?-ab-+b?’ vo De 
Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert 
a rg 
a 
a—+b — 2% _ a® -- BF 
d.h. a—b — a? — b? 
Bee um 
341. VYa—a)”— Y(a—a)(b+2x)+Y(b +2) = Yar—ab+ b? 
[Lada -+B 
Re 





s_.... (0 —bjabe 
ne 


Diese Gleichung ist von der vorhergehenden nur durch 
das Zeichen von b verschieden. 





342. (Va — © — Va-a) @—5b- Ve— y ; 
Va-a+ Va 
L 


zul eh 





Man multipliziere mit (Va EN Vals b)‘, so erhält 
man 339. 
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343. ee - .— che 
Va— a) — b) 
Pa b 27b 
I = D un r 


Man kubiere nach 67. 
944 Va-ar’+Va-a)? _ 


—b 
Va—_a+Ve—b E 








Man entwickele das Quadrat, bringe den Nenner nach 
rechts, vereinige die Glieder mit gleichen Wurzelgrößen, so 
hat die Gleichung einen Faktor Y(a — x)(x — b). Der übrige 
Teil der Gleichung gibt, auf 0 gebracht, links ein vollständiges 
Quadrat. 


Bart Vo b=Ve 


EL a—b+2c 4a —b)—c 
Dt 6 V SCHE 











Kubiert man, so fallen nach 67 die Wurzeln sogleich 
fort, aber man erhält schließlich den Radıkanden 


er 





2 27C 4 
dem man es nicht gleich ansieht, daß er den quadratischen 
Faktor 2 (a —b+ c)? enthält. Verfährt man jedoch, wie in 
70, 71 oder 73 angegeben, so erhält man direkt den ein- 
fachsten Radikanden und kommt schnell zum Ziel. 
a—=165, b=13,c=512 gibt z= 138, 40. 
a A, br B0, c= 1000 Fibt 2313, Dr. 


346. Ya m?+Yla- mb -n)+Vb-a?-Ye 


a+b 2a — b)’+ ce? /4c?— (a—b)? 











Dividiert man durch diese Gleichung die identische 


Gleich age (b— x 
eichung Va-s®—-Vb-aP’=-a-b, 


so erhält man 


8* 
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welche Gleichung nur durch das 3. Glied von 345 verschieden 
ist (vgl. 340). 


Für 4= 10,523, ve 7 us 2m 
347. Va=s%- VYa=-9y@=5)+Va@=d* ap 














Va-z+Ve—b 
= a—b ee 2) RE 
1.27 ER — 2 Fr Zr 3 für = a—b 


Multipliziert man mit Va— x 24 Vor — b "und radiziert, 
so erhält man leicht 


Ve=3+Ve-V’7 - Vez2 Ve 


7 

















Die eh Ey; Aufgabe folgt also aus * von 345, wenn 
statt c setzt. 





man dort ° 
348. Vae—-a+Vb+z=, - 
V(a—x)(b+x) 


Frl. a—+b-+2c 4 Bau 
In im an 2 v5 














Kubiert man nach 67, so kommt 

ce? 
 a-Ä)b+ta) 
Man erhält so zwar nicht den einfachsten Radikanden, kommt 
aber bei Zahlengleichungen am schnellsten zum Ziele. — 
Oder man bringe den Nenner von rechts nach links, multipli- 
ziere die Gleichung mit 3, addiere die identische Gleichung 


V(a — 2)” + V(b + 2)? —=a-+b und ziehe die Kubikwurzel, 
so erhält man 
Va—_ 2 Yb rg Varb 30 
Diese Gleichung ist nach 76 b) weiter zu behandeln. 
Für a=30,b=5, c=30 ist a 
349. Va + Va@—d% _ 
Va—a+ Va) 
a+b,a—b c+1,., 7 
Da En ale en 


2 


a+b+B5c 
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Die Auflösung nach 71 ist bei dieser und der folgenden 
Aufgabe am einfachsten. 


Für a-21,5=-3,c- 2 ist 230, 4. 

350. Ye=o’-Va-D@—-d+Ve@—d° 

Va +VYa-9@-5)+YVa—)* 
a+b , a—bi/3c—1 
nat” ee 

Für a=1350,b=4, e-. st 9 120,400, 


351. Varta: +Va-a%} 95 
Vals+Via-e 

L.2= -+13,3Y21. 

Man kann direkt die Wurzeln fortschaffen, indem man 
oben das Quadrat entwickelt, den Nenner nach rechts bringt, 
die Glieder mit gleichen Wurzelgrößen vereinigt, das Produkt 
der Wurzeln nach rechts bringt und nach 67 kubiert. Man 
erhält schließlich «* — 358x? + 31941 = 0. — Viel einfacher 
wendet man 319e) an, nachdem man durch Ya4 FE 


ya: 2) — 28 dividiert hat. Das gibt = + , jkE 
Dann folgt x aus der Gleichung 

Ah ER 

Were r[s13.0). 


Ja TE 
352. Ya + ©)? — V(a — 2)? V2ca 
Bor /sara 2a cc /2a—c 
mt V ce " 
Ber jan ca 934 — cı1/2a—-c 

L.a- Heyne + 2%, PERS, 

Die Quadratwurzeln können alle möglichen Zeichen 
haben. Das gibt für x vier Werte. Dazu kommt noch 
=. 

Kubiert man, isoliert die dann noch bleibende Kubik- 
wurzel, kubiert wieder und hebt durch x, so erhält man 


(1) 4(2a — ca? = 27Tc(a? — a?)*. 


Zieht man jetzt die Quadratwurzel, so hat man 


— 6) 20 — C 
(2) ne arzt Be) 








= (C 
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Hier & in der gewöhnlichen Weise bestimmt, kommt die 
oben angegebene Form der Lösung. Man hat dabei jedoch 
zu berücksichtigen, daß 
(3) (2a — c)’+2Tac—=(a+ c)’(8a — ec) 
ist. — Addiert man zu der Gleichung (1) auf beiden Seiten 
so viel, daß rechts 27c(a?+ x°)? entsteht, also 27c- 4a?a?, 
so geht dieselbe über in 

4a+c)’Sa— = 21Tec(la+ 28, 


Zieht man die Quadratwurzel, so erhält man 


at re EI 


Addiert man diese Gleichung zur Gleichung (2) und hebt 
durch 2x, so kommt 


Le le 

dannı SE ser 

d.h. x wie oben angegeben. Die zweite Auflösung einer 
quadratischen Gleichung ist damit umgangen. 














a— 36, e- 30 gibt = +46, +28. 








353. + Ve - np: ee 
wen — 1° 
= Kenia — & 
2 Ya + 3c 
a. Durch Kubieren (nach 67) erhält man zunächst 
e? 
d - BYG en Re = 
ü z Va — x? 
Kr - +3c 
Dies, in die gegebene Gleichung eingesetzt, gıbt 
(2) x +Ya— = Ya+3e. 


Hier hat man die Summe zweier Größen, deren Produkt in 
(1) gegeben ist. Man sucht also die Differenz. Man quadriert 
(2), zieht die vierfache Gleichung (1) ab und radiziert, so 
gibt das 
&) Vai =E. 

Varse 
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Die Addition von (2) und (3) liefert x in der angegebenen 
Form. 

Wegen der Gleichung (2) müssen in der Lösung das 
erste Glied im Zähler und der Nenner gleiche Zeichen haben. 
Die Gleichung liefert abgesehen von den imaginären Kubik- 
wurzeln nur zwei Werte für x (im ganzen 6). — Für 
a=370, c=210 erhält man =[7, 3. 

b) Einfacher löst man mit zwei Unbekannten. Man setzt 


z=u+v, Va—x®=u-—v. Das gibt die Gleichungen 


2u(wW’— v?) =c 
Er +30?) = Al: 
Die Elimination von v, indem man 3c +a bildet, gibt 
2u= Va-+3c usw. 
za 2 :Hne 
x — V2b— a? 


Lay; Veiıvaza 
. AZ 23a —b 








Man löse nach 353b), ndem man z=u-+v, V2D — a? 


=u-—v setz, Dann erhält man nach Ausscheidung des 
Faktors v, der «= Yb gibt, für u und v die Gleichungen 
F3u? + uv= a) 
lus+ sut—hbl 


Eliminiert man v, indem man 3a — b bildet, so erhält man 


> V3a—b, also v = ER usw. 








2V3a—b 
354. @+aVatztu-mVa-a _ IM 
Vatz+Yya—ı 
L.2=0. 
354,. er Va-ct+a- Vet: _, 








Varz+Va=z 
L.x2=d. 
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355. Y26—-2+YVxz—-10=2 

L. <= 26, 10, 18 + 24:y7. 

Man quadriere, bringe das doppelte Produkt nach rechts 
und quadriere wieder, so entsteht eine Gleichung, welche 
man leicht durch Zerlegung lösen kann. — Viel allgemeiner 


verfährt man nach 73b). Danach setzt man hier die Differenz 
der Wurzeln =2y. Das gibt 


26—z=(1-+y) 
B% ee 
Die Addition dieser Gleichungen liefert 
y+6yP—=T,alsoy=+1, +iVT. 
Die Subtraktion der Gleichungen gibt dann 
18-02-4149), 
woraus & folgt, wie angegeben (vgl. 476). 





356, (a— Va z+(&—- Ve RN: 
Va—-z+Vx—b 
Ir = ap} Tyan, 








356,. a-mVa-d+a@-HVa—a_ a—b 
Va—-a+Ve—b 2 
L PIBE "Ari, 
$ 2 








357. Ya—-z+Yb—- a)’ (Yya—-z—-yVb—-a)=c 
— (a — b)" + ala Dec 
ltr 4y2la —b)e— c? 








Man dividiere die gegebene Gleichung durch die identische 
) Va--V6-)-a-b, 
so erhält man nach Forthebung der gleichen Faktoren 
(2) (Va— a + WE c 
Vozu ie Ma b 


Es muß also auch sein 





2Va-Db-n ce-a-d 


Vo eh yVp za na 
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Quadriert man jetzt, dividiert durch 2, subtrahiert den Zähler 
vom Nenner, so hat man für a —b=n 





2yla—b—a _ (en)? 
a + lb) m 1 2nc—c 


Hieraus nach 180 


ee) —- ba 1 2ny2nce—ec 
G—— a +b—xz) n?+2nce— ce? 


Man kann auch alle Wurzeln fortschaffen und direkt 
lösen. Die Rechnung wird aber weitläufiger. 
358. (Ya—-z+YVx—-b)(Yya—-z+Vz—-b)=c(a+b—- 2x) 
we _a+b Rue 2a Alle le 
” 1 


3°’ 2 ce +6c°-+1 
Man hat identisch 
atb—-22z=-Vla—- 2 -VYae— di. 

Setzt man dies rechts ein, so ER man, daß die Gleichung 
zerfällt in 

IV: 5-02. VYa-z+yVs—b=0 

ee ra 

Diese drei Gleichungen sind statt der gegebenen aufzulösen. 
358..(Vat 2x +Ya— a)” (Va+x+Ya— x) = 2cx 


Er. 4ac(ce® +1) 
IE = 0, = e@t6eti 


Man dividiere durch die identische Gleichung 
Var Va=ai= 2a, 
hebe links und wende korr. Add. an, so hat man 


Ware ar u 4 


== usw. 
CG— ı) 











USW. 























4a— x c—1’ a—% 





358, (Ve-a+Yye—d) _ 
Va—xc-+YVxe—b 

_ a+b  (a—b)yY2c— c? 

L.0= ah Dacc 
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Die Gleichung hat dieselbe Form, welche die Gleichung 
357 (2) hat. Sie ist also auf dem dort angegebenen Wege 
zu lösen. 
_16a+b a+16b 

Ta 17 








e-- gibt x 
Für a= 92, b-10, e-12 it 2=-91,.11. 


Vase Vorne 
359. RA EN Aa Be Sal nr DE 
ee 
„a mbN Herr 2a ber a—b 
DL 4C Vs 











Mit Hilfe der identischen Gleichung 357 (1) erhält man 
Vve—-zs+yb— x c 


Vaa-Vo—a® +7 

welche Gleichung in derselben Weise zu behandeln ist, wie 
357 (2). 

Für n— 275, b= 100, 0 =4375 ıst 2 ana 
360. Va+tz+YVa -z=Y2a 

L.2=-+a, aiy3. 

Die einfachste Auflösung geschieht hier mittels der Er- 
hebung zur 5. Potenz nach der Formel i 


(+ v, = u? +v? + 5uvlu + v)? —Durv?(u + v). 








Hierin ist 
U Von ® ln, u+v u 
zu setzen. Das gibt 
2a=2a+ 5ya? — 22. Va? — BY (a? — ıa?)? MOA 
d.h. Y4a2(a? — 2?) = Y (a? — x)? usw. 














Oder man löse nach 73b), indem man die Differenz der 
Wurzeln gleich y setzt. Man erhält dann zunächst 


y=+Y2a, +Y2a:iy3. 
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361. 








(a — 22)’ — (2a — 2b? /a+2b— 3x\2 
(a -+ 22)? — (2 + 2b)? fees] 


L.2— 25a, SI®, Yab. 





Man zerlege lınks die Differenzen der Quadrate in Faktoren, 
so läßt sich auch die Gleichung nicht zerlegen. — Die 
Gleichung ist vom vierten Grade und hat daher vier Wurzeln. 
Dasselbe gilt von den drei folgenden Aufgaben. 








(a — 22)” + (2 — 2b? /x—a+2b\? 
36l,. ar (2b) a) 


L. 2 = Ve Vab- 


Man verfahre nach 243, und 243,,, indem man 





a 2 =u x —-2b=vV, at2:=w. 2 +2b=t 
setzt. Dann hat man 


Ce CR ee) 
Dt \wrt 


Daraus ähnlich, wie in 243, und 243,,, 








=) - =) u—v u+v 


w—t) WwHtlU’w—t Tuotrv 
also 
u Ww U t 
1) == 72 2) {05 = ER USW 


(@+a—b)"—b? _ (a +a— 2b\2 
361,. late en, 


De 9 0, 2a br Vor —ab-b:. 











Man verfahre hier, wie in der folgenden Aufgabe, nach 


Nr. 361. 
za’ —a,  (Larb—a\: 
361,. 4b? — (a+b-+x)? a 
L. 2 —=2a+b, —(a+3b), Va? -+ 2 
V3atc+V3x+a _ a+x 
N ereksre; Me 
L.2=0, Yab. 
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a) Man quadriere, erweitere den Quotienten rechts mit 4, 
wende den KS. mit Subtr. an, hebe links durch 2 und 


quadriere, so erhält man 








Ba+m)Bc+a) Zr 
Bd -a)Bx tb) fs. 


Entwickelt man, erweitert den Quotienten rechts mit 3 und 
wendet abermals den KS. mit Subtr. an, so erhält man 
a —+2ax+a? ax Er 
DL 2d)2 22, 1 Dam 
1) 2-0 2) a?’ + ?2ax-+ x? a 
’ En 





b?+2dta 5b 





In der Gleichung 2) kann man 2ax und 2bx nach dem KS. 
streichen. — Man kann auch in der Gleichung nur die 
Wurzeln fortschaffen, so muß sich die Auflösung von selbst 
ergeben. 

b) Man setze für die links vorkommenden Wurzelgrößen 
bzw. u, v, w und £. Dann erhält man durch Quadrieren 


ee )- “P, Tygl. 243, und 243, 











w+ti) wett 
a 


) ---, 2) — 


also durch Quadrieren 
1) 3a+ax 3b6+% ) 3a+x 3x—+b 
3204130705) 3cta 35b-+% 
Diese Methode, für die vorkommenden Wurzelgrößen 


abkürzende Bezeichnungen zu setzen, ist auch bei den folgenden 
Aufgaben 362,—362,, am einfachsten. 


V3a+2+YV32+a _J/a—% 
Eyad- a. Vena b— x 
L. 2=a,b,\. 
Hier kommt man nach der in 362 b) angegebenen Me- 


thode auf 
u+v\? u?— ev? 
(u) ar d.h. 











USW. 
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)u+vr=0, 2) w+ti=0 


uv u—v Wu w 
3) az ——, — = — UW. 
vtt w—t’ v t 





VBatxz—yY3c+ta _ a“—+% 
2 Vv3b+2—V3c-+b b+% 
L. 2=0, Yab. 


Hier kommt man nach 362 b) auf 
































w—t w? +1? 
also 
uU —-VÜ 2 u v\? urTo vv 
ee) As tank er ee usw. 
3 Vetatb—yra _ et 
= Ve—a—b—y2b vr 





DI - ‚ Va? + 6ab + D. 








Ve—atb+yb_ — a 
382: V<ta—b+Yya -V:33 

Lz=a,b,a+b. 

Pega Tor VD ET ET, 
362,. Ve ern LVa Vi 

r=arb, Marzahn 


362, Vatb+z+yVa re 























Va+b—x+y2b er a 
ey Yaı 














Ve+5b+x+Yy6b 1/a+1lb+x 
Se me Ve. 


L. 2—=0, V(a—b)(a + 11b). 


362, V a— 20 +y2db—a a+2b— 3x 
Vb—-22+V2a—a Yb+2a—5x 


L. <= (a +5), Yab. 
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369 Va—-22+y2b— x anche -a+ 2b 


% vb 922-1 VvAa 3: *—b+2a 


2 
L.x=>(a+b), a— 2b, b— 2a. 




















362, Vra—9+3a+YV3at3b—a Mes 
" YTb—9a+32x+Yy3a+3b—x 5b—3a+x 


L. <= 3(a +b), V 9a? — 14ab + 922. 


VTra—9b +32 —V3a+3b— x ee 
x +b— 3a 



































302, = 
a V’b—-9a132 —- yVs3sat3b—- x 
L. x=3a—b, 3b —a, 3(a-+b). 
362... V2at@+Va+b Pr x +a—b 
1" Yaa— z-+Y2la—b) Ve: x — 2b 
L.2=b-—.a, 2b, Y2(a? + 2). 











Diese Gleichung und die folgende sind vom vierten 
Grade, haben also vier Wurzeln. Die Gleichungen 362— 362, , 
waren vom dritten Grade, hatten also nur drei Wurzelu 
Alle Gleichungen dieser Art sind an sich vom vierten Grade; 
hebt sich die höchste Potenz von & fort, so bleibt nur eine 
Gleichung dritten Grades. Das ist im voraus gleich zu er- 
kennen. Die höchste Potenz von & bleibt, wenn man a = 0 
und b=(0 setzt. Das gibt in 362 

EEE 

Vetyaa Vi: 
Die noch vorhandenen Glieder mit x heben sich gegenseitig 
fort. Die Gleichung kann daher nur vom dritten Grade sein. 
Ähnlich hat man für 362,, 


VB +V-a 1/8 
mr Ve 


Auch diese Gleichung muß daher vom dritten Grade sein. 
Für 362, erhält man jedoch 


Vs _1/8& 
V-x -y=&. 
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Diese Glieder heben sich nicht gegenseitig fort, daher auch 
nicht die höchste Potenz von x; die Gleichung muß also vom 
vierten Grade sein. 


369 Veta+tb-+Y2a ech 
me BET 3b+a—ı 
L. 2=a-b, a-+3b, Va? +6ab + b?. 
i (e— a+b”’—b’? (0 —a\3 
568. mb a, ) 
L. z=a,b,a+b, Va? — ab +b?. 

Die Gleichung hat im Zähler den Faktor (« — «a + b) 
—b=x2-—a, und im Nenner den Faktor («+a—b)—a 
—%—b. Diese Faktoren, gleich O gesetzt, geben die beiden 
ersten Wurzeln. Setzt man nach Ausscheidung dieser Faktoren, 
wie in 243,, 2 a+b=uundze+a—b=u,, so hat man 

w“+butb? “—2bu+rb’ 
a I Te FTD, 
Hieraus durch Anwendung des KS., wie in 243, und 243,» 
),=() Ua), u b 


























— 





v+a) \w-a/’v+ta —-v—a 
also 
u v u a 
En, Ne er USW. 


Multipliziertt man die gegebene Gleichung mit dem 
Produkt ihrer Nenner, so tritt als höchste Potenz von & 
zunächst #° auf. Diese hebt sich jedoch fort; es bleibt nur 
eine Gleichung vom fünften Grade. 





(a — 22’ 2a—z° /(a—x\3 
De b 2a IRb— a) 


L. 2—=0,a,b, Yab. 
Die Gleichung läßt sich nach der vorigen Aufgabe und 
nach 243,, zerlegen in 
1) a —- 22) +Ra— 2)=3(a—z)—=0 
2) (b—- 2x2) +2b—-2)=3(b —- a)—=0 
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Ga—a’— ad—a)! _ aeg 
22: —b’— Qa— a) mr 


| h ya 
L. aueh a ; a b), Vab. 


363,. 














(4e— 5a)? + (4b— 3a)? (2 —2a-+ b\3 
363,. An 1592-1 (4b 130) een 


L. 225,20 —b,— (2a + b), Var + di. 


[2V) 








2x +a— 2b’ (a+b— m’ /2—b\3 
863, Bo Ip wa Na DD (En) 


L. x=a,b,a+b, Va? — ab + BR. 
Vsa-x—V3e—b 1 3a+b— 4x 
364. Verka 


3 b 8b 3 Se 
Li 2 in : a <, (a + b),Vab. 


» 























Man setze, wie in 362, die links vorkommenden Wurzeln 
bzw. gleich u,v, wundt. Dann hat man, wenn man kubiert, 


( — = WED: 

w—t) w’—t? 

Hierans folgt durch Zerlegung und Anwendung der schon 
mehrmals angewendeten Methode 





)u=v, Dot, 3), on 


1792.17 arm "0 A 
364,. ee 
V?2r+b—2a—Va+b—x 
L, 2=a,b,a+b, Vai ab". wol 
3 
36a. Een En | ce —?2a—+b 
"Veatsa+Vaopsa "trend 
L. «= 2,20 — b,— (2a + b), Va°+ b° [vgl. 363, 
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E. 


Gleichungen des 4. Grades, deren Auflösung mit Hilfe 
quadratischer Gleichungen beschafft werden kann. 


365. + aa +bar+ Salb- Ic +d-0 








Bea St TEE für r = V(a?— 4b)? — 64d. 





a) Man betrachte die Glieder x* und az? als die beiden 
ersten Glieder vom Quadrate eines Binoms. Dann kann dies 


Binom kein anderes sein als (=? + aa). Man versuche 
daher die gegebene Gleichung in die Form 

1 9 " 1 
(1) @+za) tn t+tzarn)+d—=0 


zu bringen, bei der » vorläufig noch unbestimmt ist. — Ver- 
gleicht man diese Gleichung mit der gegebenen, so sieht man 
daß n zu gleicher Zeit die beiden Bedingungsgleichungen 


’ 


. 1 ar 6, 5 Wehe Be: 
(2) Du 4b und zan=,„a(b — ;«) 


erfüllen muß. Aus beiden ergibt sich 


(3) n—b— .a:. 


Die gegebene Gleichung läßt sich daher wegen (1) und (3) 
auch in der Form schreiben 


(x? + >ax)? +(b— a’) (x? + — a2) +d=0. 
Hieraus 


(4) 2°? + Sax — 








aa—Ab+Vla— Ab? —64d a?—Ab-tr 
s 7° es us‘. 


b) Jede Gleichung des vierten Grades 
(5) “+a®+br Her +d=0 


wird sich daher lösen lassen in der angegebenen Weise, d.h. 
durch zweimalige Auflösung quadratischer Gleichungen, wenn 


(6) e= ab — 2a’) 


ist. — Hat das erste Glied einen Koeffizienten, so dividiert 


man durch diesen, um zu sehen, ob die Bedingung (6) statt- 
Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 9 
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findet. Aber auch ohne auf diese Bedingung zu achten, wird 
sich eine Gleichung des vierten Grades immer nur dann in 
dieser Weise lösen lassen, wenn bei dem in a) angegebenen 
Verfahren die beiden Gleichungen (2) für n zugleich bestehen 
können, d.h. für » denselben Wert liefern. 


c) Was die Eigenschaften dieser Art von Gleichungen 
des vierten Grades betrifft, so ist die wichtigste die: 
die vier Wurzeln einer solchen Gleichung 
lassen sich stets so ordnen, daß die Summe 
zweier derselben gleich der Summe der beiden 
andern ist. 
Aus der Gleichung (4) ergibt sich, wenn man 











a —4b-+r a —4b—r 
(7) ra A 
setzt, daß man weiter zu lösen hat 
(8) wire = a% — 4A 
1 
2 Er: 
(9) erh Zar DR 


Die Wurzeln dieser beiden Gleichungen sind die Wurzeln 
der gegebenen Gleichung. Sind x, und x, die Wurzeln der 
Gleichung (8), und x, und x, die der Gleichung (9), mithin 
X, %,%,%, die Wurzeln der gegebenen Gleichung des vierten 
Grades, so muß wegen der Gleichungen (8) und (9) be- 


kanntlich sein 
1 1 
tr. = 54 BB ru=n54 
d.h. +.=% +2, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 
d) Der in ce) angegebene Satz läßt sich umkehren, man 

hat dadurch den neuen Satz: 

Hat man 4 Zahlen von der Beschaffenheit, daß die 

Summe des einen Paares gleich der Summe des andern 

Paares ist, so kann man diese 4 Zahlen als Wurzeln 

einer Gleichung des vierten Grades ansehen, deren 


Lösung sich durch zweimaliges Auflösen quadratischer 
Gleichungen bewirken läßt. 
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Zahlen, welche die genannte Eigenschaft haben, sind 
z.B. 1,2,4,5; dnan 1+5=2+4. Man kann also setzen 


(10) («— 1)(& —-2)(® —-4)(« —-5)=0 
och a: 12931492? —- 782 AU =(, 
Diese Gleichung muß sich in der oben angegebenen Weise 
lösen lassen. Man hat 
(2? — 6%)? + 13(2? — 6x) + 40 = 0 
x —br=—5, —8 usw. 


Übrigens braucht man, um eine Gleichung von der hier 
in Rede stehenden Beschaffenheit zu erhalten, das Produkt 


@—e) a - Mar) @—0), 
indem @e+d=ß-+7 ist, nicht gleich Null zu setzen. Denn die 
für die Entstehung einer solchen Gleichung charakteristische 
Bedingung [siehe a, Formel (6)] bestand nur zwischen den 
drei Koeffizienten a, b, c, war also unabhängig vom Werte 
des konstanten Gliedes. Dieses braucht demnach nicht den 
Wert «ßyö zu haben, den es erhält, wenn man das vor- 
genannte Differenzenprodukt gleich Null setzt, es kann auch 
den Wert «ßyd — e annehmen, der sich aus der Gleichung 


@-)@-M@-N@-9)-: 
ergibt. Doch haben die Wurzeln der so entstehenden 
Gleichung dann natürlich andere Werte als «ßyd. Nur die 
Bedingung, daß die Summe des einen Wurzelpaares gleich 
der des anderen ist, nämlich den Wert «+d=ß-+y besitzt, 
ist auch hier erfüllt. 
Es sei z. B. 
(« —- 1) - 2). - Ya —5)=4 
+ — 122° 492° — 782 +36 = 0 
(x? — 6x)? + 13(2° — 6x) + 36 = OÖ 
 —br=—) —4 
3 %=-3 »=-3+V5 u=3-YV. 
e) Fast alle hier vorkommenden schwierigeren Gleichungen 


lassen sich auf Gleichungen des 4. Grades von der oben 


behandelten Art zurückführen. Man hat nur alle Wurzeln 
9* 
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und alle Nenner fortzuschaffen, die Gleichung zu ordnen und 
auf Null zu bringen. Der einfachste Weg ist dies freilich 
nicht immer. In der Regel werden andere Methoden leichter 
zum Ziele führen, bei denen man nicht erst das Fortschaffen 
von Wurzeln und das Auflösen von Potenzen nötig hat. Im 
Stiche läßt uns diese allgemeine Methode sehr selten. 
366. # = 62? - IR #62 ed 

L.x=+1, 2,4. 
367. #.—- 102? +35 — 502220 

a 
368. 322° — 482° — 102? +212+5=0 


5 1 1 
U 1 ae 


Hier hat man statt der gegebenen Gleichung zunächst 
zu schreiben 
2(40° — 32)? — T(da?— 3x0) +5=0. 
369. x* — 122° + 51x? — 902 +56 = 0 
L.2=2,4,3+YV2. 
370. #2 6° +5: + 12=0 
L.x=453, —1. 

Man multipliziere mit & und versuche dann nach der in 
365 angegebenen Methode zu lösen. Man kann dann schreiben 
(x? — 32)? — 4a? — 32) =(0. 

Daraus durch Zerlegung 
12032.) 2.22 — 32 — 4—=0 usw. 
Die Wurzel = 0 bleibt ausgeschlossen, weil der Faktor & 
erst nachträglich hinzugekommen ist. 
371.02 ae Bee) 
L,z=3,2,—2, —1. 
912. Ana Aa er) 
L.z=-a+Vted,atVo— ec. | 
373. #—4ar?+ (da? ++ NR — 2a! + Nat = 0 
L.z=-a+Va®—b, a+Va— ec, 


E. Gleichungen des 4. ae 133 
373,. 22? — 352 + 1)? = 222°” — 3307 +1 
L.2=-0,3, +1; 
Man setze 22°— 32 —=y, so hat man y+ 1)’ =11y+1, 
d.h. y=0, 9. — Oder man setze 22° — 32 +1=Y. 
373,. 162?(2 — 4)? + 121(x — 2)? = 265 
31,24% 
Man setze 2 — 4x = y, so hat man 164? + 121(y-+ 4) 
ci ö 73 
= aD, d. h. u ut EYE 
373,. (#52 + 7 —- (2). -)-=1 
232 - (574793). 
Man setze 2 —52+7=y, so hat man ”’ — (y—-1)=1, 
eb, yes) il: 
373, 2+5=8r7+ 2Vx?— 8x + 40 
Iı7=9,5,3, —1. 
Man setze Ya? — 82 +40 = y, also ©? — 8x — y? — 40, 
so hat man ” — 40 +5=2y, d.h. z=7, —5. — Auch 
bei einfacheren Aufgaben erleichtert man sich die Rechnung 


oft wesentlich, wenn man die Wurzelgröße als neue Un- 
bekannte einführt, z. B. 


12155 +2 = 49 V615 + « 
v5 +2=y,2—-y’—615, 
1215 + y? — 615 = 49y, d.h. y= 25, 24 usw. 
374. z(@ —- 1)(2 — 2) (x — 3) = 24 
a HiVI8, 








also 


Multipliziert man den 1. mit dem 4. Faktor und den 2. 
mit dem 3., so sieht man sofort, daß ©? — 3x die Größe 
ist, für welche die Gleichung quadratisch ist. — Ebenso 
einfach hätte man die Summe des 1. und des 4. Faktors oder 
die des 2. und des 3. Faktors als neue Unbekannte einführen 


kömen, zB x + —-3)=2x:—-3=2,.dh. u 
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Dadurch geht die Gleichung über in 
+3)@ +1) -D)(2—-5)= 16-24 
d.h, (2 —-9)(#® — 1) — 384, also 2 15, ıylaaaaa 
Allgemeiner ist x immer vermittels Auflösung quadra- 
tischer Gleichungen zu finden, wenn die 4 Faktoren, deren 
Produkt gleich einer Konstanten gesetzt ist, eine arith- 
metische Progression bilden. 


305. («+a)(l® — a) (x — 3a)(x — da) = 16c 


L. <= 2a + V5a? + 4YVat-+c. 


1 1 2 1 al 2 
37, tr + ER EYES PS EN; BE A mar 15 — 2% 


1 1 1 

L. En ROLL. 

Man vereinigt je zwei Brüche in der Weise, daß in den 
Nennern der neuen Brüche überall derselbe quadratische Aus- 
druck von & auftritt, und setzt diesen gleich einer neuen 
Unbekannten y. Hier hat man das 1. und das 4. Glied, das 2. 
und das 5., das 3. und das 6. Glied zu vereinigen. Das gibt 
für 2 — 92 =y die Gleichung 











RT 1 2 
8+yY as Saas EETSTTE DE 
2 | " 
Hieraus findet man y = zone Dann ist weiter zu lösen 
x — Ir = — 165. — Noch besser setzt man einen ganzen 


Nenner eines durch Vereinigung entstandenen Bruches, z. B. 

hier 2 — 92 +8=y. Das würde geben 
7 1 24 

a a ya 





0% 
also 


y--8;, 95 +3=- 85 usw. 

Man kann die Gleichung jedoch auch reduzieren auf eine 
Gleichung von der Form 298. Man setzt das arithmetische 
Mittel zwischen den Nennern oder die Summe der Nenner 
je zweier Brüche, die man nach obiger Andeutung hätte 


vereinigen sollen, gleich einer neuen Unbekannten z, hier also 


8-+1-»a)=z dh. = 5(9 2). 
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Das gibt, nachdem man durch 2 gehoben, 











1 1 1 1 1 1 
ae Ian Me Fuer rer, U Pag are, 
1 6 7 
I FETERU PERTT gen 








Hieraus ergibt sich leicht z a Dann ist = 


en usw. 
5 4 9 4 5 
3L en _ = 
d x nd 2 — 2a BEN 0 





L.x2=+5a, —a, a(2 +, V?). 


Die Zähler deuten hier schon an, welche Brüche zu 
vereinigen sind. Dividiert man nach der Vereinigung des 
1. und des 5., des 2. und des 4. Bruches durch © — 2a und 
setzt 2? — 4ax = a?y, so erhält man 


10 8 I 





PREDTrE 
Diese Gleichung liefert y-5, — =: 


14 5 4 1 D = 


L.2— 20, 15, „(35 + 5108). 











Man hätte hier 2 — 352 =y zu setzen, erhält aber 
große Zahlen. Um diese zu vermeiden, setzt man zunächst 
2=5x,, hebt im Nenner durch 5, vereinigt dann je zwei 
entsprechende Brüche und setzt 2?— Ta, +1=y. Das 
gibt für y die Gleichung y? — 4y = 165, also y—=15, — 11. 














2c-+5a c+8a X c— 4 c+5a 22 —5a 
un, ee Pu 


%C —q BEE LEE RENTE 2 —5a 


L.x=2 z a. 
Man ziehe aus jedem Bruche den ganzzahligen Teil her- 


aus, setze also 


2c%c+ 5a 
B 











Br 2 a re lan 


eig 2z— 4 
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Die ganzzahligen Teile heben sich. Setzt man dann 


x= ay, so bleibt nur 
5 9 2 2 9 5 
rer. 


Setzt man jetzt Y —5y=2z, so erhält man z = — 6 7 








375 ea 2 


9-9 x c—- 1 2-3 a 3 Ta 


L.xe=+4, —1, = +,V108. 














Nachdem man die ganzzahligen Teile der einzelnen 
Brüche herausgezogen und die einander entsprechenden Brüche 
vereinigt hat, erhält man für 2 —-32=y die Werte 4 


und —1-- 


1—%& I—x 2 —%& 4—% I—& 12 —x 
de. —— = 
375, Ba c—+ 2 a 


BETT TE, 
Mu s+:Va 


Anstatt die ganzzahligen Teile der Brüche herauszuziehen, 
kann man auch zu jedem Bruche +1 hinzufügen. Dann 


gehen die x aus den Zählern fort, und man erhält für 


2 —32—4=y die Werte —6, + so 














u 31 20 8 20 31 7 
"x rn et 3 


2 — PER 
RER Ferze 


Man vereinige die Brüche mit gleichen Zählern, dividiere 
die Gleichung durch 2(x — 3) und setze 2 — 62=y. Dann 
360. 

Al 


375 











findet man <= 1, — 


1 1 1 af 1 1 1 3 
37 he RE er RER In ste 10+2x 


I een a 
Man vereinige die geeigneten Glieder und setze einen 
Nenner, . B3— 22 — ı?=y. \ 


zul 7 9 2 el 7 9 Yu 
375 RN BEE 
a m Re Ver Bmw iben 


5 ea, 
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Ah 7 97 30 30 2u fi 4 
3) 
BL Ten c—1 a ee ne 








1 mare 
L.2=32, 8, — 1, 33 +2y19. 


Man vereinige, wie oben, die Brüche mit gleichen Zählern, 
so erscheint der Faktor 22 — 7. Dieser, gleich Null gesetzt, 
gibt die erste Wurzel. Nach Ausscheidung des Faktors ist 
x — Ic=y zu setzen. 

49 25 27 3 3 27 25 49 
u. x 1 Ar TR ern “ 


ES 
DI -_LUTL,THYV1. 

Die Gleichung hat drei gleiche Wurzeln. Nach Ver- 
einigung der geeigneten Brüche erscheint der Faktor 2x — 14. 
ee eat tn 
L. wie in 375,. 


Man sucht, wie in 375,, aus jedem Gliede den ganzzahligen 
Teil heraus, man kommt dann auf 375,. — Oder man schafft 
nach 375, des x aus den Zählern fort, indem man zu jedem 
Bruche eine geeignete positive oder negative Zahl hinzufüst. 
BET 132 —5, Ach 1a +11 22—16,, 32-11, de + % 
a gt A rer ie a ee RT 3— x 


L. wie in 375,. 


Übrigens lassen sich alle diese Gleichungen 375, bis 
375,, auch direkt angreifen. Man ordnet die vorhandenen 
Brüche in passende Gruppen, die man auf gleichen Nenner 
bringt, worauf diese Nenner durch Multiplikation fortgeschafft 
werden. Das Ergebnis ist eine Gleichung von der Form 365 u.f. 
In 375,, und 375,, muß man erst die leicht erkennbaren 
Faktoren 2% — {! und 2& — 14 herausheben. Auch wird man 
in 375,, 375,, 975,; und 375,, erst aus jedem Bruche den 
ganzzahlisen Teil herausziehen, damit die Rechnung nicht 








zs—2 z—4 





























allzu weitläufig wird. 
376. a —- ee" + —b=c y 


L.2=;(a+b+YV2r— 3(a— D))) 
für r =V2(a — bt + 2e. 
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a) Man kann hier genau nach der in 365 angegebenen 
Methode verfahren; denn die Gleichung gehört zu der dort 
angegebenen Klasse von Gleichungen vierten Grades. Hier 
würde, wie man aus der Lösung sieht, + =%+%, 
—a+b sein. Zur Auflösung würde man die Potenzen 
entwickeln und zunächst x? — (a + b)x zu suchen haben. Die 
Rechnung ist jedoch auf diesem Wege weitläufiger als nötig. 

b) Ein viel einfacherer Weg ist schon der, zunächst das 
Produkt (a—x)(x—b), also den Ausdruck # — (a+b)2+ab 
zu bestimmen. Zu dem Zwecke merke man für diese und 
die später folgenden Aufgaben die leicht zu beweisenden und 
zum Teil (s. Nr. 73) schon angewendeten Formeln 


1. u+vV’ = uw +v?+3(u +v)uv 

2. (u+v% = ut + vi + 4lu + v)’uv — 2u?v? 

3. u +’ = u +V +5lu +v)uv — Blu + v)uvR. 
Welche Gestalt diese Formeln annehmen, wenn man 


u — v statt u + v setzt, übersieht man leicht. 
Setzt man in der zweiten der vorstehenden Formeln 


u=0—% v=-r—b u+V=-a-b, 
so erhält man unter Berücksichtigung der gegebenen Gleichung 
(a —b*=c+4la— bla — x) (2 —b) — 2(a — x)? (x — b)*. 
Daraus läßt sich also (a — x)(= — b) bestimmen. Es wird 
(a—2)(x —b) = (a—b)? + V2(a—b% +20 — (bj hr 
2? — (a+b)e+ab= u usw. 





c) Ohne besondere Hilfsmittel anzuwenden, gelangt man 
sehr einfach zu der Gleichung für das Produkt (a—x)(2—b) 


—=p, wenn man zur gegebenen Gleichung die identische 
Gleichung en 
hinzunimmt. Quadriert man diese, bringt das doppelte Pro- 
dukt nach rechts, quadriert wieder, so erhält man unter Be- 
rücksichtigung der gegebenen Gleichung 

c+ 2p° = [(a — b)’ — 2p]”. 


Hieraus ist p leicht zu bestimmen. 
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d) Die einfachste Methode der Auflösung ist hier, zwei 
neue Unbekannte einzuführen, nämlich zu setzen 


a—iien-+ 2 

(1) Ri 
ı—b=-n-—2 

Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 


(2) n ++ n— 2)=c. 


Hieraus 


e 
56. 


(3) 2 YV. In? +V 8n‘ + Le. 


Nun geben die Gleichungen (1) 


+’ nn - 





(4) u 
(5) = Ar —.2- 


Setzt man für 2 und n aus (3) und (4) die gefundenen Werte, 
so liefert (5) die oben angegebene Lösung für «. 

Käme in der Gleichung « — x und b— x vor, so hätte 
man statt (1) zu setzen 


R aA——tt=ıtn 

(6) Be 

wenn 2 die Unbekannte sein soll. Hat nämlich x in beiden 
Ausdrücken links dieselben Zeichen, so muß auch 2 in 
beiden Ausdrücken rechts dieselben Zeichen haben. Hat & 
in beiden Ausdrücken links, wie in (1), ungleiche Zeichen, 


so muß auch z in beiden Ausdrücken rechts ungleiche 


Zeichen haben. 
371.5 —- +2 —-a= 11 
L. 2=4,3,5.(7 + iY55). 
Man wird hier nach 376d) am einfachsten setzen 


-z=e+n 2-2 N. 
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Hat man dann 2 bestimmt, so folgt aus der Substitution 
3 7 
N = 6 = >) ig, 
378 #+la — a) =c 

L. «= 5(a+V2r— 30) für r = V2a+2e. 

Man hat zu setzen @=n+2,a— 2 =n— z usw. Oder 
man löst, wie in 365 angegeben. — Oder man löse nach 
376 ce). 

378. 2 + (2 — 4)! = 82 
ne al u 
379. a +VYe— =a. 
L. wie in 378. 


Diese Gleichung ist von der Gleichung 378 nur durch 
die Form verschieden und ebenso wie diese zu lösen. — 


Oder man löst nach 73b), indem man x — Ve — + =y setzt. 
379.2 +17 -#=3 
L.©=2,1,5(3+:y5B). 
380. (a — 2) + (x — b = (a — b)* 
b —b_ 7 
L. a a +, Pu: 





Die Auflösung dieser Gleichung geschieht am einfachsten 
nach 376b) oder c). 


331. (a — a’ +(&@—b’=c 





(a—bj5+&e 
Ba Di 





L. ©=,(a+b) + V2r— (a— d) für r— 
Man löst am einfachsten nach 376 .d). 
381. (1O— a) + (9 = 211 
L. = 12,7, 5.(19 + 3:8). 
382. +(a — 2)’ = a? 
1 : 
L.x=0,a, zall +iY3). 
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382,. 2° + (6 — x)? = 1056 
L z==4,2,3+:y19. 
383. (a — z)’(x — b)? i (a — x) (2 — b)? = a?b?(a — b). 
L.2=0,a+b,.(a+b)+,Va?— Gab + B*. 


384. (a — ab +2) +la— ab ++ la — zb + x) 
+ (a — 2)(b +2) = (a-+b)e 


L. 2—- (a —-b)+3 Ya + b)* — Sc. 
Man verfahre nach 376d), so erhält man für a+b=2n 








zunächst n? — 2! = a 
385. oe Ei + 5?) 
L.x=0,a-—b, eh 2 3a? + 30ab — 3. 








an e—-D°, 
385,. a— 2) +2 —-b’ z (a u); 


msa=bsbzararb , a—b)i,/z 
ar hg v5. 


Man verfahre nach 376 32 Das gibt zunächst 
e=-+2n, — My5. 


- (a—)’+(c—b? 211 
355, (a— x) + (0 —b) 97  ) 


ar 
1 PER ETESPTN e ce Me 











Man erhält nach 376d) zunächst z= E 5n, na ne 
386 aa +ra@—b) _ ai +b 


"(a —-o)’+(c—b) a?’-+b? 
L. 0=0,a+b, (a+b) + (ai VE HEN. 
Nach 376d) setze man 

















(1) a—i=n+te x-bdb=n-—2. 

Danach muß a — b=2n sein; man kann daher auch setzen 
(2) a=m+n b=m—n, 

woraus folgt 

(3) DE en. 


2 2 
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Durch die Substitution von (1) und (2) geht die ge- 
gebene Gleichung über in 


nt +n-D_ mtn'+m—n! 
nt +n-D mtn!tm—n) 


4 n?+6n?z2? +2  m!’+6m’n’—+n* 
( ) n?-+ 2° m? n? 











Dieser Gleichung wird offenbar genügt durch 2? = m, 
es muß sich also der Faktor 2?— m? (s. 105) aussondern lassen, 
In der Tat ergibt sich leicht 

(m? + n?)2t — (m? — Bnt) 2” — m?n?(m? + 5n?) = 0 
(2? — m?) ((m? + n?)2? + n?(m? + 5n?)) — 0. 
.I/m?-+5n? 
N ee 


Jetzt drückt man 2, m und n wieder durch x, a und b 
aus, setzt also 








und erhält das oben angegebene Resultat. — Die Bemerkung, 
daß 2? — m? ein Faktor der resultierenden Gleichung für z 
sein muß, vereinfachte die Rechnung wesentlich. Der Faktor 
erscheint übrigens nach dem Korrespondenzsatz (s. 19) sofort. 
Dieser Satz, mit Subtraktion angewendet, verwandelt die 
Gleichung (4) in 
2 —m*--6n’a?— m) I m’+6m’n’+n‘ 
2? — m? 7 m? nn? 








Es bleibt also nach Ausscheidung des Faktors 2? — m?, 
welcher z= £ m liefert, nur noch 
m’ —+6m?’n?—+n! 

m? n? 
Auch mit Hilfe der korr. Add. kann man die weitläufige 
Multiplikation vermeiden. Man schreibt die Gleichung (4) so 


2t+6n?z? + nt 2? + n? 


m! 6min In! m?tn: 


?+mM +6" —- 








E. Gleichungen des 4. Grades. 143 


Hieraus folgt durch Subtraktion des Nenners vom Zähler 
a mL 6n?(e? — m’)  2Ü— m’ 
m* + 6m?’n? nt IT m? n?? 
EN 1 
m’+6m!n?tn! m’+n? 
Auch bei den folgenden sieben Aufgaben wird dieser 
Weg wohl der einfachste sein. 


nor a t@—b ar td 
ray wir 


Fh Rh aber larr ab rd 
La=-0,a+b, 2 or 2 Ver 





also 





)2—-m’=0 2) 














Man findet nach 386 hier zunächst z= + m, Ve 
386 ra ab u ar—b 


2 (a — + (ce —b) a’—b° 


Fe a+b  (a—bJi/3a?— ab + 3b? 
winlarb n.477 Ver 











Nach 386 findet man hier zunächst 


./5m?-+ 7Tn? 
tm) ars, 


en 


b—x a—%& 


387. 


a 


oa, er a— Zar ALS 











a—ı& — b a b 

888. GEHT a—a? D a 
a+b a—b a? — 3ab—+ b? 
atab+b: 














L.x=0Va-+b, 








at +@-d* _ at +bi 
389. (a+b— 2%)? "(@-f 5)? 
a’+b? 2ab 
an Ay 
a — + —-5? aö—b° 
390. Tatb— 2a "ars 


b 23,718 
16% 2=0,a+b,°F + Aare 








Ir =0,a-+b 
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20] a2’ +@—b) 
en a) 


b — bye TAT 
Le Ha a 
(Gr (a —b)c 
392. “9a pr u 
LE a ER 
Man verfahre nach 376d). Ebenso bei den beiden 
folgenden Aufgaben. 














— 1)3 N 
392. m ea) b) 


a+b a—bı/2r —5(a—b) 
rare: V 

















2c+5(a—b) 
für r-V5la —b” +2(a —b)e+c. 
393. er A er ce 








a— + @—d*  (a— a) —b) 


a+b a—bji/a—b—6c-+2r 
sw Gele Var 


für r=YV(a — b)? — 4a —b)e+ 8. 














394. at +b? + c® +bc +a=0 


r—b-+Y(r—b)?— 16a? 
4a 





L. «= fürr = YSa? — 4ac +. 





a) Die vorstehende Gleichung ist eine echt symmetrische 
oder echt reziproke (s. Nr. 155, 195,) Gleichung des 4. Grades. 
Die Behandlung solcher Gleichungen ist wesentlich von der 
der unecht symmetrischen Gleichungen desselben (vierten, 
also geraden) Grades verschieden. 

Dividiert man die ganze Gleichung durch x? und faßt 
die mit gleichen Koeffizienten behafteten Glieder zusammen, 
so kommt 


(1) a(®+.)+b(a+)+o=0. 
Setzt man jetzt 


(2) at-=n, also 


E. Gleichungen des 4. Grades. 145 


(3) +2 +, w und P+z-W—2, 


so nimmt die gegebene Gleichung die Form der für « qua- 
dratischen Gleichung 

(4) awW—2)+bu+c=0 

an, deren Lösungen «, und u, heißen mögen. Man hat dann, 


um « zu finden, noch die beiden quadratischen Gleichungen 


+1 DELte 
& BLHE N, 





—=u, und U; 


zu lösen, erhält also im ganzen für x vier Werte, wie es die 
oben angegebene, mit zwei gegenseitig unabhängigen Wurzel- 
srößen behaftete Lösung bereits erkennen läßt. 

Aus (4) ergibt sich 


(5) over Acc} ,_b+tr 


2a 2a 








Damit ist « gefunden und es folgt dann aus (2) 





o a 


Setzt man hierin den in (5) für « gefundenen Ausdruck, so 
erhält man das oben angegebene Resultat. 

b) Die 4 Lösungen der Gleichung müssen sich (s. 195, ) 
zu Paaren ordnen lassen, deren Glieder zueinander reziprok 
sind. Man kann den Lösungen auch leicht eine, diesen 
Sachverhalt augenscheinlich machende Form geben. 

Setzt man in der Gleichung (5) für « seinen in (2) 
angegebenen Wert, und multipliziert beiderseits den Nenner 
mit 2, so hat man 











+1 r—b 
() 2% a?’ 
hieraus durch korr. Add. 
+1 r —b+4a 
(8) er +: een, 


und hieraus wieder 


(9)x _Vr—b+4a+Yyr—b—4a S _Vr—b+4a—YVr—b—4a 
Erin Vrad da \Yr-db-+4a-YVr—b— La 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 10 








146 E. Gleichungen des 4. Grades. 


Mithin it u, =, = -,% =: Gibt manr das ent- 
u 2, 

gegengesetzte Zeichen, so entstehen aus x, und x, die beiden 

anderen Wurzeln x, und &,, zwischen denen also dieselbe 

gegenseitige Beziehung stattfinden muß. 

c) Diese Darstellungen der Wurzeln der Glei- 
chung durch a, b und r sind nicht die einzigen; es 
gibt deren unzählige von derselben Form. Die hier 
angegebenen sind der Art, daß bei Fortschaffung der Quadrat- 
wurzeln aus dem Nenner auch zugleich das r im Nenner 
verschwindet. So hat man aus (9) 


(Vr—b+4a+Yr—b— 4a)” 
x = pe . 





Diese Darstellungen wurden gefunden, indem man in der 
Gleichung die Substitution (2) machte und zunächst u als 
neue Unbekannte bestimmte, dann aus dem Werte von u 
den Wert von x durch Auflösung der Gleichung (1) oder 
mit Hilfe der korr. Addition. 
d) Aus der Gleichung (2) folgt durch korr. Addition 
©+1 -V*+ 22 


ee) ZEN 





z-+1 


Pa als neue Unbekannte 





Es liegt daher nahe, daß man auch 


wird einführen und diese zunächst suchen können (vgl. 153). 
Setzt man demnach 





1 
(10) m 
also 

eis 


so geht die gegebene Gleichung über in 
ae +1 +@-1]+ b@—- 1)[E+ D’+ Ed 
+.c#— 1)?=0 
2a! +6 +1) +25 —- 1) +c!—2?+D)=0 
Za+2b5b+0J#+2(a — ec)? +R2a—2b+c)=0O 


e—ba—2r 
Ge Du 
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wo r die oben angegebene Bedeutung hat. Als Quadrat- 
wurzel kann die Größe r beide Zeichen haben; hier ist sie 
als negative Größe angenommen worden, um die Identität 














mit den andern Formeln ersichtlich zu machen. — Statt (12) 
kann man aber ebenso gut setzen (283d)) 

a VL Be 
(13) VE 
Ebenso hat man statt der Formel (7) 

+1 r—b 

(14) 2x dd 4a 
auch 

+1 2a—c 
(15) Dar +r 


Aus den Gleichungen (13) und (15) ergeben sich durch korr. 
Add. zwei Formeln für Zee d.h. für£. Man hat aus (14) 


c— 1’ 


r—b-4a 
eg VE 
und aus (15) 

e 2a —cH4+b-+r 
an) Fa ae 


Damit sind schon vier Darstellungen für # gefunden: 
(12), (13), (16) und (17), aus welchen wieder ebenso viele 
Fr 


für = A folgen. — Hat man zwei solcher Darstellungen 


gefunden, so ergeben sich daraus alle möglichen übrigen. 
So kommt aus den Formeln (12) und (13) nach dem KS. 
durch Addition (s. 19) die Formel (17), nämlich 


2a—2b+Q)+(c—6a—2r 24 —- ce H+-b4+r 
VER HH ER - VE 


Aus denselben Formeln ergibt sich nach dem KS. durch 
Subtraktion die Formel (16), nämlich 





























(c—6ba+2r) -Ra+25 1) Fr—b—Aa 





‚= Kr DETE (e—6a—2r) /r—b+4a 


Umgekehrt folgen aus den Formeln (16) und (17) auf den- 


selben Wegen die Formeln (12) und (13). 
10* 
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Allgemein wird man aus den Formeln (12) und (13) 
nach dem KS. (s. 19) folgende Formel erhalten 





m(2a—2b+-eo+n(ce—6ba— 2r) 
m(e—6ba+2r) -n2a +?2b+e 


und aus (16) und (17) 





(17,) ee 








(17,) age Br —b—A+gßa—c+b4tn 
2 pr —b—4Aa)+ga—c—b—r) 
Bestimmt man hieraus x = en und setzt diesen ‘Wert in 


die gegebene Gleichung, so müssen die willkürlichen Faktoren 
m, n, p und q wieder verschwinden. — Nach 283d) muß, 
wenn {? aus einer quadratischen Gleichung entwickelt ist, 
außer der Formel (12) noch eine Formel (13) vorhanden 
sein, welche von derselben Einfachheit ist. Aus (12) und (13) 
folgt aber nach dem KS. die allgemeine Formel (17,), welche 
den Beweis gibt, daß die Zahl der Darstellungen von 
it, folglich auch derjenigen von x, welche hinsichtlich des 
Vorkommens der Größen a, b und r voneinander nicht 
wesentlich verschieden sind, unendlich ist. — Sind die 
bekannten Größen in Zahlen gegeben, so fallen die will- 
kürlichen Faktoren natürlich schon in den Ausdrücken für t 
heraus und man erhält, wie man auch die Rechnung ein- 
richtet, immer nur zwei Werte für #. 

e) Von Interesse ist es noch, für # diejenige Darstellung 
herauszufinden, welche für einen Ausdruck von der Form 


ut ut? 
(18) v—v't? 


kein r im Nenner liefert. — Es seien in (12) und (13) die 
Darstellungen für t allgemein diese 


nu, To 
del 20) t-VYa— 


wo A, B und (Ü kein r enthalten. Dann muß man hieraus 
nach dem KS. bilden 


IT AATNIHHDE 
en VE 
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Man hat also den Radikanden in (19) mit v, den in (20) 
mit v’ zu erweitern und den KS. mit Addition anzuwenden 


(s. 19). Dann wird der Nenner des Ausdrucks in (18) 


v((Bv+(A+r)v])+v[(A—r)v + Ov] 
+ Bv?+2Av + Ovv, 
enthält also kein r. 

Hätten die r in (19) und (20) gleiche Zeichen, so müßte 

man zur Bildung von (21) statt der Addition die Subtraktion 
anwenden. 
394,. Auf entsprechende Weise läßt sich jede echt symme- 
trische Gleichung von dem (geraden) Grade 2n auf eine 
Gleichung von dem halb so hohen Grade n reduzieren. 

Ist beispielsweise die Gleichung 


ee rHreea +rbt tc tb tax +1=0 


gegeben, so gibt die Division durch x? bei Zusammenfassung 
der mit demselben Koeffizienten behafteten Glieder 
1 9 1 1 
(+5) + a(a?+,,) + b( +,)+e=0. 
Nun hat man aber, wie leicht zu sehen, wenn + = = u 
gesetzt wird, i 1 
RR 3 (2 +) u 
also 
+ = = u?’— 3u, 
ferner war (s. 394a) 
+ en =W—2. 


Die ganze Gleichung nimmt also die Form an 
wW—33u+talW®— 2) +bu+c=0 
w“+an®+(b—3)u+(—2a=0. 

Diese in u kubische Gleichung habe die Wurzeln u, u, Us, 
so sind nunmehr noch die drei einander koordinierten Glei- 
chungen 
1 1 1 
+ = U) 7 Ug 7, U 


zu lösen, für die gegebene Gleichung finden sich also, ihrem 
Grade entsprechend, sechs Wurzelwerte. 
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Die Gleichung 
2 + ar + bat ca + dt + ce br ra ID 
führt mittels Division durch &, Einführung von x + - u 
und Beachtung der Relationen (vgl. oben) 
1 1 
ee hm a u 
ferner 
+++ tu, 
also ' 
ZW — Alu 2), 6 u 
zu der Gleichung vierten Grades für u 
w“—4AW+2+aW°—3u)+b(w— 2) +cu+d=0,d.h. 
w“+awW+(b—-4wW+(c—3a)u+td—2b+2=0. 
Ganz entsprechend verfährt man bei Gleichungen noch 
höheren Grades. 
39. at +Hbe + c®— be ta=0 


a IN nern. 
a 











Diese Gleichung ist nicht völlig symmetrisch, läßt sich 
aber ganz ähnlich lösen wie eine symmetrische Gleichung 
(394a)). Man hat zunächst, 394 (1) entsprechend, 


1 1 
(1) (+) +) +e=0. 
Setzt man nun & — — u, so findet sich 


—2 +, 4, 
also 
2+G=W+2 
und demgemäß 
au +2) +bu+rce=0. 
Hieraus ergibt sich 


—b-+r 
(2) Mer 24a 





Dann folgt aus der vorgenommenen Substitution 


1 1 [# 
= Zu +Vzw+ 1. 
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Setzt man hierin den in (2) für u gefundenen Wert, so er- 
hält man x, wie angegeben. 
395,. Entsprechend lassen sich alle Gleichungen von geradem 
Grade lösen, in denen die an symmetrischen Stellen stehenden 
Glieder bei gleichen Zahlenkoeffizienten gleiche oder ent- 
gegengesetzte Zeichen aufweisen, je nachdem der Unterschied 
der Exponenten bei den in ihnen auftretenden Potenzen von 
& durch 4 teilbar ist oder nicht. Bei einer Gleichung des 
vierten Grades (s. 395) unterscheiden sich also nur die Glieder 
mit 2° und & durch ihre Zeichen. 

Eine hierher gehörende Gleichung sechsten Grades würde 
die Form haben 


Ha +bt He — br+ar—1=0, 
sie würde zwei Gliederpaare mit ungleichen Zeichen aufweisen; 
entsprechend würde eine Gleichung des achten Grades sich 
in der Form 
tax +ba+ce + de — c+br— ar +1=0 
darstellen. 


Hier hätte man &— = u zu setzen und demgemäß 
(vgl. 394,, 395) 
PEN 2; 0° — = = u? + 3u; 


oc? 


AZ ut Alu? + 2) —6=u+4u?+2 usw. 


3%. ax’ +b + ch + ce” + +a=0 


1 Er A ÜCEREID LEST, 











für r=Y(a + b)?+4a(a — e). 


Die Gleichung ist eine echt symmetrische Gleichung des 
5. Grades, aus der sich (s. Nr. 195,) der Faktor (« +1) 
herausziehen läßt, der die Wurzel 2, =—1 liefert. Nach 
seiner Abscheidung bleibt noch die echt symmetrische Glei- 
chung des vierten Grades 


at — (a b)er+la db + )®— (a—b)e+ta—=0 


übrig, die nach Nr. 394 zu lösen ist. 
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Aus der unecht symmetrischen Gleichung des 5. Grades 
ao — bar + cn — ca +br—- ua—=0) 
läßt sich (s. Nr. 195,) der den Wurzelwert + 1 liefernde 


Faktor (« — 1) aussondern, durch dessen Abscheidung die 
echt symmetrische Gleichung des 4. Grades 


a: +(a be +la—b+)®+la — b)zta=0 
erhalten wird. 
N A 

Dee 
398. 2-30 —  —32+2=0 


ud), 





399. 90.2 — 399%? + 6222? — 399 + 0 = O0 


re 
L.aeegss ps 


400. #t—- 22° — 20° +2 +1=0 
1.2 laler vos 


Die Auflösung ist hier nach 395 zu bewerkstelligen. — 
Einfacher noch zerlegt man | 


(®— 1) = 2r(@?—1), 





also 
a 2) #2 —-1=2%. 


401. 6 — 30?’ + 620° —- 3 +6=0 
1 1 
L.x«=2,,, 5, 3 
402. 2 — 3° —- 4” +32 +2=0 
1 
L, 2 el A: 
403. 2-52? + 5: — 2 =0 
L==-+1,2, ei 
Diese Gleichung ist eine unecht symmetrische Gleichung 


des 4. Grades, die der für solche Gleichungen (s. Nr. 195,) 
bestehenden Bedingung genügt, daß das mittelste Glied fehlt. 
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Aus ihr läßt sich demgemäß (s. a. a. OÖ.) der Faktor © — 1 
aussondern, der die beiden Wurzeln +1 und — 1 liefert. 
Nach dessen Abscheidung bleibt die echt symmetrische 
Gleichung des 2. Grades 
22°? +52 +2=0 

übrig. 

Die nachfolgenden Gleichungen sind teils echt, teils 
unecht symmetrische Gleichungen des fünften Grades, die 
nach 195, zu behandeln sind. 


403,. 62° — 41a! + 72? — Na +42 —6=0 


Tee 
L.2=]1, 3, 2, 9) Fu 
403,. 82° — 460% + 40? + 470? — 462 +8= 0 
Ben 1,4 20.4 


403,. 2° — 112% + 362° — 362? +1le— 1=0 

mw27217V73,3+2V2. 
403,. 122° + 82% — 452° — 52° +82 +12 =0 

1 2 3 

403,. 202? — 81x + 622° +62 — 812 +20=0 

L. a sn, 2, (8 +y5). 
403,. 122° — 56° 3; 1072? — 1072? + 562 — 122 = 0 

L. 2-1, BY RB; als +iy?). 

Die nun folgenden Gleichungen sind ebenfalls sym- 
metrischen Charakters, erscheinen jedoch zunächst nicht in 
der einfachsten Form. 


«+1 a 
len 22(@ +1) db 


I. 2 = Sand den: SEIT yo Ve + 2». 











Man forme links den Ausdruck so um, daß nur ©@ +1 
und & vorkommt, schreibe also 
(x? +1)? — 2x? a 


22a 1) © 
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Hierin ist nach 394 (2) 
(1) 2 Pr 
zu setzen. Das gibt 
Mad 
Bu wen 
Ist hieraus « bestimmt, so ergibt sich x aus der Gleichung (1). 
Paar AT R Be 
Für rn erhält man 23, ,, ee 


405 «+ 1’@’+1) a 


a Dee Dh 


1  3a+2b+r+Y(3a + 2b + r)?— 16(0 — b)? 
ie 1(a —b) 


für r =Va? + 20ab + 4b?. 

















Bl urn 
#06. (Der ja 











1. u hUhrtVOsFSF HIER 9, „yRr—aab, 
a) In der vorstehenden Gleichung ist der Nenner links 
ein Quadrat. Diesem entspricht rechts die Größe b. Diese 
Größe b findet sich als Faktor im Radıkanden von r. Der 
andere Faktor dieses Radıkanden ıst b— 4a. Wendet man 
auf die gegebene Gleichung die korr. Add. in der Art an, 
daß rechts im Zähler b— 4a zu stehen kommt statt a, so 
muß auch der Zähler links ein Quadrat werden. Man hat 
b—Aa ‚(@—-z + 1’ — 4a — 12 eier De 
an (2? — x + 1)? (et —.2+1)° 


Jetzt kann man weiter lösen, indem man radiziert, 


2 —304+1 Ve Vb®’—4ab r 





a —c+1 
Hieraus durch korr. Add. 
Rare ar 
en. b-+r 
(1) Vo Br vba 
V5b—3r—yb+r 


b) Um die Identität der oben gegebenen Lösung mit 
der Gleichung (1) nachzuweisen, beachte man, daß aus 








b b b 
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= b? — 4ab 
Dip 


24 — 2b 


folgt. Die Einsetzung dieser Werte für 2a in die oben ge- 


gebene Lösungsformel liefert die Gleichung 


35 r-V3b—r?—-4b— rn) 
(2) un 20 —r) ’ 








die man andererseits aus Gleichung (1) durch Erweiterung 
der rechten Seite mit Y5b— 3r +Yb-+r sofort erhält. 


c) Hat man allgemein die symmetrische Gleichung des 
vierten Grades 


(3) mar + ne +pa nz + m a 





metncetpaetnctm bb 
oder, wenn man der Kürze wegen 
m+ne® +p® nn tm=X 
> ma+tn®+p®+nce+m=Y 
setzt, die Gleichung 
(5) we 


so erhält man stets 





VERF, Via Hab + SW, 


Veatvb+er+YyWatrb+er 
Vra+tvb+ter—Ywatrb+er' 

indem u,v,o,w,v,_o,&,n,®% nur von den Koeffizienten in X 
und Y abhängen. Die Zahl der Darstellungen für Z, folglich 
auch derjenigen für x ist unendlich (vgl. 394 d)). Es gibt 
aber nur eine Darstellung von t, welche kein r im Nenner 
[394 (12)], eine, welche kein r im Zähler hat [394 (13)] 
und eine, für welche o=_’ wird [394 (16)], nach welcher 
also auch für x nach Erweiterung des Bruches mit der 
Summe der Wurzein im Nenner mit diesen Wurzeln das r 
verschwindet. 

















Über den Zusammenhang zwischen r, a, b, X und Y, 
wie über die Darstellungen von t, also auch die von x, gelten 
folgende Sätze: 
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1. Ist X ein Quadrat, so läßt sich we 
rationale Faktoren zerlegen, von denen einer qa ist. 
— Läßt sich, umgekehrt, r? in zwei rationale 
Faktoren zerlegen, von denen einer a ist, so muß X, 
abgesehen von einem etwaigen konstanten Faktor, 
ein Quadrat sein.®) 

Die Gleichung (3) geht, wenn man 

EN 
xc 


u 
setzt, über in 


(7) mu? nu + (pP — 2%) a 


mutnat(P —2) 5b?’ 
oder, wenn wir der Kürze halber 


pad, "pic2eg 





setzen, in 


En | 
(8) mu +nutq4 _% 


mutnu+td b 





Man hat also 
(am’ — bm)u? + (am — bn)u+ag—bgq=0 


9 euer irren 2(bq — ag‘) 
0) "ZT ylam dm) am —bntr 


r=Y(bn — an)’ — 4(am + bm)(aq’ — bg), d.h. 

(10) = (m? — Am’g’)a? + 2(2m’g + 2mgq’ — nn’)ab 
+ (n? — Amg)b?. 

Ist nun X, d.h. der Zähler in (3), ein Quadrat, so muß 
auch der Zähler in (7) sowohl, als in (8) ein Quadrat sein. 
Dann ist aber n" — 4mq = 0), in (10) verschwindet das Glied 
mit b?, und r? hat die Form 


(11) a(«a + ßb), 


womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 


für . 








*) Die Beweise für diesen Satz und die folgenden beruhen darauf: 
1. daß a und b den Größen X und Y proportional sind, wie aus (5) 
folgt; 2. daß die Gleichung für die Lösung identisch werden muß, 
also alle Irrationalitäten in derselben verschwinden müssen, wenn man 
statt a und b bzw. X und Y setzt; 3. daß jeder quadratische Ausdruck 
zwei Faktoren haben muß, die beide zugleich rational oder irrational 
sein müssen. 
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Hat umgekehrt r? die Form in (11), so muß in (10) 
das Glied mit b? verschwinden, es muß n?— Amq=® sein, 
und folglich der Zähler links in (8) ein Quadrat, also auch 
der Zähler in (7) und in (3), d.h. es muß X ein Quadrat sein. 

Die Richtigkeit des Satzes, zunächst des zweiten Teils, 
läßt sich auch ohne eingehenderen Beweis durch die nach- 
folgende allgemeine Betrachtung begründen. Da nach (5) 
a und b den Größen X und Y proportional sein müssen, 
so kann man in (9) überall X und Y bzw. statt a und b 
setzen. Dann tritt an die Stelle der Formel (11) die neue 
Formel 

R=X(eX+ßY) 
und die Gleichung (9) nimmt die Form an: 
I FRONT EA CD 
2(Xm’ — Ym) Xn — Yn+R 
R? = (nn — 4m’g) X? + 2(2mg + 2mg — nn) 
XY+(n’— 4mg)Y”. 


Diese Gleichung muß identisch erfüllt sein, was nur möglich 
ist, wenn in den beiden Werten für « keinerlei Irrationalitäten 
auftreten. Es muß also der Wert für R rational, der für 
R? ein vollständiges Quadrat sein. Da man voraussetzen 
darf, daß X und Y keinen gemeinsamen Faktor haben, ist 
diese Bedingung nur dadurch erfüllbar, daß jeder der beiden 
Faktoren der Werte für R?, d.h. X und «X +PßY für sich 
ein vollständiges Quadrat ist. — Der Beweis für den ersten 
Teil des Satzes folgt dann indirekt. 

Beispiele für diesen Satz liefern die Aufgaben 407, 408, 
409, 416 u. a. Desgleichen in bezug auf b und Y die Auf- 
gaben 406, 410, 411 u. a. 

2. Ist X ein Quadrat oder hat r? einen Faktor a, 
so läßt sich x durch r und a allein darstellen, ohne 
daß sich die Form der Lösung wesentlich ändert. 

Aus (9) folgt, indem man den ersten Quotienten mit n, 
den zweiten mit — 2m erweitert, um das b aus dem Nenner 
fortzuschaffen, nach dem KS. durch Addition 
(12) ar dmg —nn)a+(n’—4mgb+ nr 


2 (m'n — mn) a — mr 


= für 
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Ist nun X ein Quadrat, so ist auch der Zähler in (8) 
ein Quadrat, und es muß n?— 4mqg=0 sein. Dieselbe 
Bedingung muß nach (10) erfüllt sein, wenn r? einen Faktor a 
hat. In beiden Fällen geht (12) über in 
(Amg —nn)atnr 
2 (m’n — mn’) a — 2 mr ? 





u=- 


d.h. « und folglich auch x läßt sich durch a und r allein, 
ohne b, darstellen. 

Man kann zu diesem Resultate auch durch ganz ein- 
fache Schlüsse kommen. Aus (5) folgt, wenn (11) gilt, durch 
korr. Addition 











X a Zn a? Be; 
@«aX+BY  «a-tpßb alca- bb) mm 
V x 2; 

DAT 


Da nun (siehe c) 2) X und «X + ßY Quadrate sein müssen, 
so kann man hier links die Wurzel ziehen und erhält eine 
einfache quadratische Gleichung für x, aus welcher & durch a 
und r bestimmt wird, ohne b. 

Beispiele für diesen Satz liefern ebenfalls die oben an- 
geführten Aufgaben. 

3. Ist X ein Quadrat, so muß es ein paar ein- 
fache aus den Koeffizienten der Ausdrücke X und Y 
herzuleitende rationale Zahlen « und ß geben, die 
auch X +ßY zu einem Quadrat machen. Dann ist 
a«aa+ ßb der andere Faktor von r?, also r?= a(aa + Pb). 
Ist, umgekehrt, «a + ßb der andere Faktor von r?, so 
muß auch «X + BY eın Quadrat sein. 

Der Radikand von r hat nach (10) die Form 

Sa? + nab + 9b. 
Ist daher ein Faktor von r? gleich a, so muß der andere 
Faktor die Form «a + ßb haben. Dann muß aber nach dem 
Beweise des ersten Satzes «X + BY ein Quadrat sein. 
In Nr. 407 ıst X ein Quadrat. Es muß daher a ein 


Faktor von r? sein. Der andere Faktor von r? ist @« — b. 
Daher muß X — Y ein Quadrat sein. Nun ist 


(++) - + +D)= 2. 
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Ebenso ist «+ 8b ın 408 der zweite Faktor von r?. 
Es muß daher X -+8SY ein Quadrat sein Man hat 


(+1? +82(@ + 1D?= (+42 +1) usw. 
4. Zerfällt r? in zwei Faktoren, so daß etwa 
(13) r? = (aa + Bb)(ya + db) 
ist, so muß «X + BY sowohl, als yX + 0Y ein Quadrat 
sein, und x muß sich ohne wesentliche Veränderung 


ın der Form durch r und einen dieser Faktoren allein 
darstellen lassen. 


Der Beweis des ersten Teils dieses Satzes folgt aus dem 
Beweise des ersten Satzes. Es sind a und b den Größen 
X und X, proportional. — Der Beweis des zweiten Teils. 
folgt eigentlich schon aus dem ersten Satze, läßt sich aber 
auch leicht direkt durch Rechnung allgemein dartun. Ein- 
facher kommt man jedoch auf folgende Weise zum Ziel: 
Aus (5) folgt durch korr. Addition 


aha wear, 1 
BREIT EETT 





Setzen wir der Abkürzung halber 





eca+pb=c, yatödb=d, 
so muB 
(14) r?—= (aa + Bb)(ya+oöb)=cd 
ex or ne 
a) RT a 


sein. Nach dem ersten Teil dieses Satzes sind im ersten 
Quotienten der Zähler und Nenner Quadrate. Zieht man. 
daher die Wurzel, so erhält man 

aX+fY r ce 


(16) wenmsersrer, 

Links steht dann nur noch ein quadratischer Ausdruck von z, 
man kann daher x entweder durch r und d, oder durch r 
und c allein bestimmen. Die Größen &X +PY und yX-+0Y 
können auch einen gemeinschaftlichen Zahlenfaktor haben;, 
denn dieser würde sich in (15) und (16) fortheben. 
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Hat z. B. die Gleichung 


X 3a +40 18 +4 +3 7a 
Y 22° 162341222 +162-220 52 








so findet man 
+1 8a—2b-+4r 
Dans 3b —-2a 








für r = Y(a + b)(3a — 2b). 
Es ist 
X+ Y= 5x + 202° + 302° +20: +5 =5(+2x+ 1)? 
3X—2Y = 5a: —- 202°+ 302° — 02 +5 =5(a?— 2741) 
usw. 


5. Da der Wert für r? ein homogener Ausdruck 
des zweiten Grades von a und b sein muß, so muß 
er, wenn er einen rationalen Faktor «a + ßb hat, 
auch noch einen zweiten solchen Faktor ya + db 
haben. Gibt es daher zwei Faktoren « und ß, welche 
«X +BY zu einem Quadrat machen, so muß es auch 
noch zwei andere Faktoren y und Ö geben, für die 
auch „X +06Y zu einem Quadrat wird. 

Der Beweis dieses Satzes folgt aus dem vierten Satze. 

Die Sätze, welche hier für X und a aufgestellt sind, 
gelten selbstverständlich auch für Y und b. 

Die Darstellung von x durch r und den einen Faktor 
von r? kann nur dann besonders einfach werden, wenn a 
oder b einer dieser Faktoren ist, oder, was dasselbe sagen 
will, wenn X oder Y ein Quadrat ist. Im obigen Falle ist 
Y ein Quadrat und die Darstellnng von x durch r und b 
ist in (1) gegeben. 

d) Die Darstellung von x durch r und 5b in (1) und in 
(2) ist oben indirekt auf einem etwas künstlichen Wege 
gefunden. Da nach den in c) mitgeteilten Sätzen sofort zu 
erkennen ist, ob eine solche Darstellung möglich, so fragt 


2 
es sich, wie man dieselbe direkt findet: Man muß nicht “ = 
241 
LEO?" 








oder ‚ oder ans —t als neue Unbekannte zunächst 


suchen, sondern man hat, wenn z. B. 
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(17) Y= (aa? +pßx-+ 0) 

ist, allgemein zu setzen und zunächst zu bestimmen 
en 
ex +ßpc+e “ 


wo der Nenner die Größe ist, deren Quadrat Y ist. Die 
Zahlen y und Ö sind ganz willkürlich. Man setzt daher am 
einfachsten „= 0, d=1, d.h. 





(18) re een er 


In der vorgelegten Gleichung 406 wird man daher setzen 
müssen 


(19) ern —=M. 


Indem man die Gleichung in der Form schreibt: 


(— 2 +1)— x I PL: 
a? —c+1 2 —xz+1 5b’ 





erhält man wegen (19) als Gleichung für u sofort 


(1—-u)u= z° 
Das liefert 
(20) u=° fürr—VB — Lab. 
Aus (19) und (20) folgt nun weiter 
x wd—r 
ae N 
2x _2b—2r 





+1 3b—r 














@-71" 5b—3r 
u? Fe er ART 
ee 3b—r-+Y(5öb —3r)(b-+r) 
Vs —-3r —Vb-tr 2(b—r) 


womit die Gleichungen (1) und (2) direkt hergeleitet sind. 
e) Setzt man nach 394 (11) 


a1 
ed 


in der vorgelegten Gleichung 406, so geht dieselbe über in 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 11 
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4 —1) a 
Be 
at +2Ba— 2b)? +I9a +4b—0. 


Daraus folgt 


Auer 9Ja-+4b 
(23) Ve —y gar abdar 


für r —Vb?— 4ab 


(s. 283 d) und 394 c) und d)). Sucht man aus diesen beiden 
Formeln für t eine solche, nach welcher r bei der Substitution 
in (22) im Nenner verschwindet, so erhält man ebenfalls 
+1 

2 
hält. Man hat nach 394 nn aus den Formeln (23) wegen 
? +53 im Nenner von (22) nach dem KS. zu bilden 


En 1/3 3a+2b—2r)+(9a+4b) 1/55 — Br 

(24) ey 3a +(—3a-+2b-+ ?2r) = b+r 

d.h. man hat auf die Formeln für # in (23) den KS. in der 
Art anzuwenden, daß das a herausfällt. Das ist immer mög- 
lich, sobald in der gegebenen Gleichung dem 5b rechts ein 
Quadrat links entspricht. 

In (24) ist damit wieder die Gleichung (21) gefunden, 
aus der & in der gewünschten Weise folgt. 

Damit sind vier Wege angegeben, auf welchen man zu 
derjenigen Darstellung von x gelangt, welche nur r und 5 
enthält. 

@+-c+1”? a 
et 

IE Vatr-+Va-—3r pre 

ne ürr—Va?— ab 

Will man diese Darstellung von x direkt erhalten, so 
hat man zu setzen nach 406 d) 





(22) 











diejenige Formel für £, d.h. welche nur r und b ent- 

















x 
(1) RAM, 


und «u zunächst zu bestimmen. Nun läßt sich, wie leicht zu 
sehen, der Nenner in die Form 
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+2+1+09)@®+x2+1-—-%) 


bringen, worauf die Kürzung der linken Seite durch den 
Zähler sofort ergibt: 


1 a 


Aa+Wa-u) b 


“ ad % 
% -yı ra 
x 














a 
d.h — 
O2 -c+1 a 

Bee a-+r 

H-y2H u 





A408. (x? 4 1)? a 


cc +1”? 5b 
_ Vatr+Vy3a—r m... 3 
b. au FpRer für r=yVa?+ ab. 








PRESS °C 
dividieren und 





Hier ist links Zähler und Nenner durch (=? +1)? zu 








 arı —=u zu setzen. Das gibt sofort 
ul +2u) = Er 
| @+l? _ 0 
409. Pan, 
Berg“ 1 8b 
L. ag fürr-Vı-°% 
Hier ist es am einfachsten, Sat ; = ] als neue Unbekannte 
zunächst zu suchen. Man findet = = 
(2 +1)? a 


vyvb+r—y2b .. 
== — —— T Pen 6 2 
2 RENTEN ürr=YV1l6ab + b 


+) (@-1) 0 








_ Vea—b+Y3b 
Er Va 


Über die Lösung siehe 261 und 276. 





112 
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a — a Hi 





Tat +Vb 
eh 


413. z@® +1) _0a 


(2? — 1)? b 











L. a are fürr =V 16a? + B2 
Tr — 


Diese Form der Lösung findet man direkt, wenn man 


ca —+1 


we 





—H 


setzt und u zunächst bestimmt. Man erhält 
r—+b 
a VE 
also 


ER BE 
en 0. Er. usw. (vgl. 419). 
(2 + 1)' 4 
4 Grn@-id 
_ V2a+yr—a_ yYr+a+2YVb „.. ._A/B TRIER 
L. Er en, 0; fürr =Va?+8ab. 
(«+1 6% 
12. x(@ +1) 42 
3 2 61 +5Y1al 
27 3° 14 

















L. <= 





Man kürze durch © + 1, so erhält man nach 394 a) für 
u sofort die Gleichung 
(+2) 625 


RER TE 
13 61 
KALTE 
meistens einfacher zu finden als {. 


(&+1)(@*+1) _ 3583 
414,. (e—1)(@—1) 68 
2+iV357, 34 4 
TO a0 





Diese liefert u — — Bei Zahlengleichungen ist « 








b 3 
ae 5 
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@+n@+N _16 
Hd GtD@r) u 
L.%=2,5,3+2YV2; u=2,6. 





@+n@’+N _ 3 
#14, (22 —1)(&® —1) 26 


—T+Y13 | lo T 
6 $) 








L.x=3, > 


415. (= 40-1) — 2 +1) 
L, x _ Yet5d +Va—3b Va—5b+Yya+3b, 
Va+t5b —Ya—3b’ Ya—5b—Yyat3b' 


PER IE 
re 























Auch hier, wie bei den folgenden ähnlichen Aufgaben, 
wird man meistens leichter « als ? finden. Aus « ist dann 
x nach 153 zu bestimmen. 


ag, ee 





(2? +1) b 
0 ee Em 
V3a—r —Y3r—a 
47. (x 4 1)? (a — b)b 


(+1) —1)? 2a(b— 2a) 
iv „_ VYd+V?2a—b Va—b+Ya, oe 22, 
u Varel Vvo- bya ut? b 


(&? — 2 +1)? EN 
#18. “— +0: —c4+1 5a?—b? 






































3a—b 3a—b 
a—b’ a-+b 


418 a1)? 2 (a — b)? 





uU= 


(ec +1)(c +1)? ab 

L, 2 YatV2d—3a vb +V2a—3b, „_d—a a—b 
ya VB al Vo—_Y2a- 30. ?2a—b’2b —a 

An. ee 2 


x — ce —c-+1 -b 


L. «= ee VPeT°r pr = Var + Aa — di. 
2Vr— a 


„ 
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Um diese Form des Resultats zu erhalten, muß man 
nach 18, 15 aus 
2? +1 r-+a = 


we» - talam-b) alfer 








durch Anwendung der korr. Add. zunächst hinschreiben 


zer r+a 
@—ı1V/ 5a—3r 


100 @tetDetV? _a 


(ee —-ce+N)(e—1°?- b 

















Vra—b+r+yVTb—a+tr ..,_-/R 2 
L. Be fürr =Ya + 34ab +b°. 
@+Y@+1 _a 
#21. .—1)@—1) b 
Tl 2 ni 5 
_ Vba—3b+r— Vbb—Satr 
_ a+b+rtVarbtr ige 
nn ne A 
für r =YV9a? — 14ab + 92%. 
+D@—1) a 
422. (x — 1) (® x°-+ 1) ’w b 


Pe —Vb5a? — Gab + 508 
Lan ya De 
ET Be ie 

423; ct —- + —-cH1 ri b 
L. wie ın 422. 


494, er -; 
I a: für r=V2(1+2) a; 
ee ws für nr - VER. 


426. ax +ba + ct =a+bxr-+ ca 


















































L.x<=+1, ru A SEUL für r = Y4a?— 4ac + b?. 
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Die Gleichung ist eine unecht symmetrische Gleichung 
des 6. Grades, der das mittelste Glied fehlt, sie hat also 
(siehe Nr. 195, ©)) einen Faktor © — 1. Dieser, gleich O ge- 
setzt, gibt die beiden Wurzeln +1. Zieht man den Faktor 
heraus, so bleibt nur noch eine echt symmetrische Gleichung 
des 4. Grades 


aa) + + Ye +la +)? =d0. 























1 1 1 
427. — — — 
ET ya a 
1 Sl vyorT 
L. x = all + ya +V2V2— 1): 
Man schaffe die Wurzel fort und suche zunächst en RE 
er 
j b2 — 4 
\y Bene vartr 1667705 en „Yrte +V3a—r 
f 4b V?(r — a) 
r —=Va? + 8b?. 
Wendet man korr. Add. an, so erhält man eine Gleichung, 


die sich von 421 nur dadurch unterscheidet, daß rechts ad 


statt 5 steht. — Durch Multiplikation der ganzen Gleichung 


mit bx— a erhält man -eine echt symmetrische Gleichung 
des 4. Grades, die nach 394 weiter zu behandeln ist, man 
kommt dadurch auf die erste Form der Lösung. Eliminiert 
man 5b mittels der Gleichung r* = a? + 80?, so folgt aus der 
ersten Form die zweite, wenn man durch Ya-+r hebt 
(vgl. 261, 276, 419). 


412 — 15 
gay 
428,. =“ 15x — 41 


L.2=3, = (- 3+:Y91). 


ax —b 


ENGE ER 
a, — 








rs ee el; u ET 172 
L.xe=— ERSTE en fürr = YV(a — b)? + 4b 
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Man wende korr. Add. an und suche zunächst u, wie 
bei 404 u.f. — Nach Multiplikation mit (bz— a) erweist 
sich die Gleichung als eine echt symmetrische Gleichung des 
5. Grades, die den Faktor x + 1 besitzt (s. 195, b)). Nach 
Abscheidung dieses Faktors bleibt die echt symmetrische, 
nach 394 weiter zu behandelnde Gleichung des 4. Grades 


b* — (a+b)+la+b)?— (a+b)ce+b=0. 


112 — 6 


5) 7 
428,. x met 





L.#—= 21,2, 5, rk VaB), 


Man verfahre wie in 428,. 

133 0 — 78 

133 — 78x 

Ve 3 +4iy10). 


Durch korr. Add. kommt man auf die Form der Auf- 
gabe 422, deren Lösungen man sofort anwenden kann, indem 
man a = 211, b=55 setzt. — Multipliziert man die Gleichung 
mit 133 — 78x, so erhält man eine unecht symmetrische 
Gleichung des sechsten Grades, die (105, c)) den Faktor 
(x? — 1) aufweist, nach dessen Abscheidung die echt symme- 
trische Gleichung des 4. Grades 


182° — 1332? + 782? — 1332 + 78 = 0 
übrig bleibt. 


429, 0 














/ 1 — 
429. Sen _ — 





L. = [a +r+Yy2—- (a+r)]| fürr=YVa? +1. 


Die Gleichung ist nicht symmetrisch, obwohl die Lösung 
eine ähnliche Form annimmt, wie bei den symmetrischen 
Gleichungen. — Durch Multiplikation mit dem Produkt der 
Nenner und demnächstige Quadratur erhält man für eV 1— «? 
— u eine quadratische Gleichung Ist « gefunden, so hat man 


vermöge der gegebenen Gleichung auch © +Y1 — x? usw. — 
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Oder man setzt = m wodurch man die Gleichung auf die 
Form 431 bringt. (9. dort.) 


430. ET Er e E 
1 a rl 
meer ya, iıype-n). 
%c 
Aal, IT 
L.2- Ha+Va+4H+ Fr) fürr-Varti. 











Man isoliere das irrationale Glied und beseitige die 
Wurzel durch Quadratur, dadurch erhält man eine Gleichung des 
vierten Grades von der in 395, gekennzeichneten Form, die 
zugleich auch der in 365 angegebenen Bedingung genügt. 
Die Lösung dieser Gleichung kann nach 365 oder nach 395, 
erfolgen. 


452. 2(a — 2): — I9(a — z)’(x — b) + 14(a — x)?(a — b)? 
— 9a — z)(& — b)’ + 2(2 — b) = 0 


T, Bora DVa2br Zub 
ga er un sr as Pier, 





Die Gleichung ist symmetrisch für — 


demgemäß (vgl. 394 (2)) 
Kar wre‘ ao re bir 2_9 


(a — x)(& — b) (a — ©)? (2 — b)? m 





Setzt man 








so gelangt man zu der Gleichung 
2#W— 9u+10=0. 
Diese liefert u, = 2 und = ze dann hat man die einander 


koordinierten Gleichungen 


ER 


2 —b c—b & c—b 








Ü—% 
c—b 
Man hätte auch einfach 

eh 
eat 


aufzulösen, worauf man zu x selbst gelangt. — 





nach 
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setzen und zunächst ? suchen können. — Auch nach den 
bei 376 erörterten Methoden kommt man hier sehr gut 
zum Ziele. 


433. 4a — 2) — 17(a — z)’(« — b’ + 4lr — b = 


ee Zn 





434. 6(a — 2) — 2dla — z)’(x — b)+ 38(a — z)’(x — b)? 
— 25(a -— (a — 5b’ +6 —bV- 


L a+b a+b 3a+2b 2a+sb 


en TE Re EN 


4355. ad +bai + ce + Ha = 
ea miLzelrn, 
L. «= Dr 
für r = V Sa? — 4ac + 8. 
Wie in den Aufgaben 394 u. f. zunächst a gesucht 
4 
= a !_ u. Man erhält, 
indem man die gegebene Gleichung in der Form 
al +1” —- 20) ++) +c=0 
schreibt und durch x* dividiert, für «u die Gleichung 
a — 2) +bu+c=0 




















wurde, so 


Folglich 
u= 27, vgl. 394 (5). 





Man hat dabei weiter aus 























+1 —b-+r 
au ud 
durch korr. Add. 
+1 4a—b-+r 
a) era, 
Va ey a one (Vaa—b+r+y—ta-b+r)” 
Vıa—b+r—- Yy-Aa-bTr 8a 


Eine nunmehr vorgenommene Radizierung liefert das oben 
angegebene Resultat. 

Die vorgelegte Gleichung ist vom achten Grade; sie hat 
demgemäß acht Wurzeln. Nimmt man r positiv, so erhält 
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man vier Werte für x, indem man den Quadratwurzeln alle 
möglichen Zeichen gibt. Nimmt man r negativ, so finden 
sich die übrigen vier Werte. 

2 
Führt man ne — t als neue Unbekannte ein und be- 
stimmt zunächst ?f, so muß man mit Hilfe des KS. dem Aus- 
drucke für ? eine solche Form geben, daß r ım Zähler und 


Nenner des Radikanden gleiche Zeichen und Koeffizienten hat, 





wenn schließlich in der Lösung r im Nenner verschwinden 


a +1 


soll. Sucht man u zunächst, so ergibt sich diese 
Form für a direkt. — Man hätte auch 2?’=y setzen 


können. Dadurch werden diese und die folgenden Aufgaben 
reduziert auf die Aufgaben 394 u. £. 








a* a 
0. Sry@Fm—T 
SRyrTR: s. A b 
L.2= 2 (Vr £3 + yr 21) für r— 1 en 
i 3 a 
Fazer 


L.2- (Vr F2 + Yr 3) fürr=-Vır. 


u N Fee 


e2—a+1 5b 

ea für r=Y3a®— 2ab. 
2YVa—b 

439 Ca N u?) a 




















(ae —1)(2?—1) 5 








EEE VOR sa nn, 1/0 Ada I, 
2Y2(a — b) 
440 re ra ER RL. 


ei 1) 1% © 
a EVD 0 Te oo BAab E03 
2y2@-—b) 


(e? + 1) (21° — 1) a 
“Hl ner) 























ee 0 One ron Gab. dh, 
2V2(a—b) 





1F2 E. Gleichungen des 4. Grades. 


15 Mer 
a a 


— (Ym F1+YVm- äh Vem—ıi+y3—2m 






































2m — 1 
| (+12)? 2m): 
49. Greta m 
I Mae ee 
V2@m—ı) ' V2@—m) 
2ax® —1 
443,. 0 — SG, 
N «= -(Yyatr+2+Ya+r-2), r=Voa+2. 
257.0? — 68 
rer 
L.g=-+2, m Va (8 Wurzeln). 
5905 ©? — 657 
a ur Peer: 


105 
L..2=+3, + —, ar ve + i (10 Wurzeln). 


Man wende korr. Add. an. Nach Heraushebung des 
Faktors x? +1, welcher = + gibt, sucht man a 2, 


64 
und findet = 9, Re 





443, 00 et 
4 a 


bx? 


IE EEEt,, ee 





Durch Multiplikation mit a — ba? erhält man eine unecht 
symmetrische Gleichung des zwölften Grades, aus der sich, 
weil die mittleren Glieder sämtlich fehlen, sogleich der Faktor 
x*— 1 abscheiden läßt, dessen Nullsetzung die 4 ersten 


Wurzeln liefert. Es bleibt die für v= u quadratische 


Gleichung bu’—au=b. In dem für u gewonnenen Ausdruck 


ist 2 =Vr?— a? zu setzen und durch Yr + a zu heben. 
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444, „Vi+» 2 »y 1 -- —: ze 
mer = (Ve+ Da DBor 2 Ve -20 + 2ar) 
r fr-Ve+1. 








Man schaffe die Wurzeln fort, ordne nach x und be- 


; I. x + a? 
stimme zunächst a: Man findet 





za? 
x* 


—= ?-+2ar 








USW. 


a Ber 


x —a VY ®—2a-+2ar 








(Ya—&+Ye—b) £ 

445. ——t — 

vr Y 
L. <= ei - V (da — b))+re— r)(r — c) 
für r=YV8(a —b)e + cd. 








a) Für die Auflösung dieser und fast aller folgenden 
Aufgaben bis 492 lassen sich neben verschiedenen speziellen 
Lösungsmethoden zwei überall zum Ziele führende Wege 
angeben. Erstens kann man dadurch, daß man sämtliche 
Wurzeln nach dem gewöhnlichen Verfahren beseitigt, die 
gegebene Gleichung auf die Form 365 u. f. oder die Form 
376 u. f. bringen und dann nach den dort angegebenen 
Methoden weiter behandeln. Dieser niemals versagende Weg 
ist jedoch meist sehr umständlich. 


b) Bei Einschlagung des zweiten Weges reduziert man 
die Gleichung auf eine andere, die die Form 394 hat. Man 
hat zu dem Zwecke den Quotienten der vorkommenden 
Wurzelgrößen gleich einer neuen Unbekannten z zu setzen. 
Dann muß sich für z eine symmetrische Gleichung des 
vierten Grades ergeben, deren Auflösungsmethoden oben 
angegeben sind. Für die vorgelegte Gleichung hat man zu 
setzen 
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Va 
@) V3-: 
also Br 
Ve—- x =2zVa—b. 


Um hierdurch aus der gegebenen Gleichung x gleich 
ganz fortzuschaffen, beachte man das 319e) Gesagte. Man 
quadriert die Gleichung und dividiert sie durch die identische 
Gleichung 


(2) Va=-s’+y@-b}-a-b, 
so geht sie durch die Substitution sofort über in 


e (2 + 1)? ELITE 
(8) @.—1)?@ +1) a—b’ 








aus welcher Gleichung 2 leicht nach den in 394 u. f. und 
406 u. f. gegebenen Methoden zu bestimmen ist. Hat man 


z, so folgt aus (1) 
a—+bz? 


1-22 

Auch dieser Weg ist für Buchstabengleichungen sehr 
umständlich, weniger bei Zahlengleichungen, läßt aber bei 
keiner der nachfolgenden Aufgaben im Stiche. 

Spezielle, nicht so allgemeine Methoden führen meistens 
weit schneller zum Ziele. Eine der folgenden vier Methoden 
wird bei den bis 492 gegebenen Aufgaben noch immer 
anwendbar sein und sehr schnell die einfachste Form des 
Resultats liefern. 

c) Man sucht zunächst, wie in 376 b) das Produkt 
(a — x)(x — b), so hier das Produkt Y(a — x)(x — b), setzt 
dies also gleich einer neuen Unbekannten p, indem man 
schreibt 


(4) Va—-2)@—-b)=p. 
Führt man links oben in der Gleichung die Quadratur aus 


und quadriert dann noch einmal, so hat man 


(a—b+2p? _ 
a—b—2p x 





He — 








Daraus 


p- ZEIT gar r = VEla—dcH E. 
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Durch Einsetzung dieses Wertes für p in (4) erhält man 
leicht die oben angegebene Form der Lösung. 

d) Um die Gleichung (3) aufzulösen, hätte man nach 
394 (11) zu setzen 


d.h. wegen (1) 
a—x t-+1 
6) wen 
Um eine solehe Substitution einzuführen und alle in der 


Gleichung vorkommenden Größen leicht durch it auszudrücken, 
setze man 


(6) a 


Ya bil | 





Um das A schließlich wieder herauszuschaffen und eine nur 
die Größe ? enthaltende Gleichung zu erhalten, muß man A 
durch ? ausdrücken oder die Gleichung zwischen A und £ 
suchen, also aus (6) x eliminieren. Durch Addition dieser 
Gleichungen nach vorausgegangener Quadratur erhält man 


(7) a—b= 24 +1). 

Die gegebene Gleichung geht durch (6) über in 
iR —=YVYe, 

er ART = 


Die Multiplikation dieser Gleichung mit (7) ergibt 
2a bit=c?-+1). 





(8) = Fra un (r wie oben). 


Unter Beachtung des 319e) Gesagten kann man die Gleichung 
stets so umformen, daß bei der Substitution (6) die Größe A 
sich forthebt. 
Dann folgt aus (5) durch Quadrieren und korr. Add. 
a+b— 2x 21 

a ne 

Damit ist x schon gefunden; denn # ist durch (8) be- 
stimmt. Soll nun aber bei der Substitution von (8) in (9) 
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auch das r im Nenner verschwinden, so hat man nach 394e) 
mit Anwendung des KS. aus den beiden Formeln für t in (8) 
zu bilden 





21 r—c 


Aa —b) te —r 





und dies in (9) einzusetzen. Das gibt 





a+b—2x2 YVl4(la—b) +e—r)(r — e) 
a—b 2 (a — b) 





und daher x, wie oben angegeben. 

Da r einen Faktor c enthält, so wird nach 406 wegen 
der Gleichung (3) sich 2, mithin auch größtenteils x selber 
durch r und c allein darstellen lassen, Man hat für (9) nur 
die zweite Formel für t in (8) zu benutzen. Das gibt 


a+b—22 2(r—g)1/ ?2e _ (r—0! V 2C 
a—b . rHte r—c. 4a—b)eF r—c 
eo, 
55V A 
0) ze ee 


4 2C 
e) Man setze nach 376 (1) 


























(11) Ba 


a—b-n—z2]| 


Lo 


Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 
(Vn+z+Vn a2) EZ 











Vn+tz2—Vn-—z 
Nach Fortschaffung der Wurzeln kommt 
(12) 42°+ (12nc+ )2?= 16n°ec, 


also 


(13) pe (12nc+c)+(4n+ c)Vi6nc-+ c? 
5 





Aus (11) findet sich 


-a—b a—+b 
Dee ur wie 
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Daher geht (13) über in 
Mae 6(a — b)e — ce + (2.(la —b)+e)r 
— z & 





und mithin 


Datb ERS NERTE 
(14) „+ ıyV | i | 








Dieser Wert ist mit der oben gegebenen Lösungsformel 
identisch, wie man am einfachsten erkennt, wenn man den 
Radikanden des zweiten Gliedes der letzteren ausmultipliziert, 
unter Benutzung des Wertes für r*. 

Diese Methode der Auflösung ist für numerische Glei- 
chungen sehr anwendbar, liefert aber für Buchstabenglei- 
chungen meistens verwickeltere Formeln als die in c) und d) 
mitgeteilten Methoden. Auch wird der Radıkand von r 
meistens nicht in der einfachsten Form erscheinen. So ist 


für (12) und (13) nicht sogleich zu übersehen, daß 
(12nc + cd)?’ + 256n?c = (An + co)’ (16nc + €) 


ist, also noch einen quadratischen Faktor enthält, aus dem 
man die Wurzel ziehen kann. 

f) Daß man hier auch den in 319d) angegebenen Weg 
einschlagen kann, liegt auf der Hand, und das ist wohl im 
Grunde der allgemeinste und sicherste Weg. Er hat auch 
den großen Vorzug, daß er alle in der Der vorkom- 
menden Wurzelgrößen sogleich fortschafft und die Natur 
der Gleichung am deutlichsten erkennen läßt. Da aber die 
Methoden zur Auflösung der Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten erst später folgen, so ist dieser Weg zur Auf- 
lösung der folgenden Aufgaben nicht weiter angewendet. 


446, SHÜRZE} —ye 


L. e-V' 4 fürr=YSac+e. 


Man bestimme nach 445c) zunächst das Produkt der 


vorkommenden Größen, Ya — x?. Man findet 








2atc—r 


1 
u 4 


zya — = — 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 12 
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Diese Gleichung ist, um die oben angegebene Form für x 


zu erhalten, weiter zu lösen nach 261. 
1 1 4 
IR pm rn en nn 
; Veen 3 
L.2=10,2,6+2 55. 





Die Auflösung nach 445e) ist hier wohl am einfachsten. 


a—% c—b 
448. (a — Ve +(& — De a 
a 
für r=y8(a — b® +. 


449. a—Jya—at+@—bHya—b _ „. Veza®-Ve-b 
(a—Ü)Va—a— (a d)yVa—b en; 


b 
L.e-°°4+ 0, V4e- 1? (+ 1—r)’ 


























2 
für r =YV(e + 1)? + 8(c— 1% 
a=45, b=11,c=%, gibt x — 36, 20, 28 + 2" V19. 








Man wendet auch hier, nachdem der rechts stehende Quo- 
tient nach links gebracht ist, die in 445c) gegebene Methode an. 
Das giebt für V(a— x)(« —b) = p leicht die Gleichung 

ab) Tau) nr 
(eb) Na Son 

a—zı/a—x mya—az—nyxz—b 

Tr well rn en 


I; nt 2 Yam8 — (m—r) fürr = Vm?’+8 +8n2. 











Diese Gleichung erweist sich als identisch mit der vor- 
hergehenden, sobald man en — c setzt. Man übersieht das 
sofort, wenn man auf 450 korr. Add. anwendet. 
a=13,6=3,m=-41,n—15 geben «= 12,4, 8+ 991. 

a— D’+(e— 
451. —— = 
(Va=x+YVe—b)' 


L. =", + 1043 V2e—1+Ker, r=V2c+2. 
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452. ee any 


Ir. ll are A r=Va+8a+8. 
455, CZ Ve-2+(e- b’ys— 
Ve—cz+yVe—b 
en 














==Q 











Die Ausführung der Division auf der linken Seite ergibt 
zunächst 
(a db — (a—b)Yla— 2)( —b)- (a—-a)(c—b)=c, 
woraus der Wert für Y(a — x)(# — b) leicht folgt. 
oe Ya a! _ 
c+Va— x? { 
L. & Ma Les r=YDa?— 4e. 








455 ea) Va—- 2 (ce —bVe— b 
ID. nee : = 
(a — 2) ye—b-+ (2 —b”?Va— x 


b ae 2 ee 
Lat 4 NG Ver- NED, VESRHE 
156, AZMVa-zetb—-nVI—e _ 
(a— 2), VYa—a— (b— a) Vb—a 
u ee NIEREN E 


2 4c— 5(a-b) 
r=V5(a —b% — 14a —b)ce+ 9. 
Die Bestimmung des Produktes (a — x) (b— x) = 


nach 445c) führt hier zu umständlichen Rechnungen. Man 
müßte mit dem Nenner nach rechts gehen, die Glieder mit 























Ya — x und die mit Yb — x zusammenziehen und quadrieren. 
Man erhält da schließlich 


a—b 3° —8S(a—b)e+5(a — b)? SA 
RE N 








woraus erst x selber zu bestimmen ist. — Der einfachste 
Weg ist hier der in 445d) erörterte. Man setzt also, nach- 
122 
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dem man mit der hierher gehörigen identischen Gleichung 
(vgl. 319) dividiert hat, 


Wen: A(t + N 
vb-a=Alt—1ı) 
Dadurch geht die gegebene Gleichung über in 


3 I a a 
erw Fe IE Fi de warn 
a Et: 
(2) Biere, 


a — )UY—2(6c—5la -b)?—=4Ac— dla — b). 


66 BoD ee 4c—5(a—b) 
(8) t=V ae Vi +2r? 


wo r den oben angegebenen Wert hat. Die Substitution 


(1) 





























ergibt 
a—x E+-1\2 u 
Dee -6): a— be ae 
a—+b a—b aa 
(4) To a Zu 


Soll kein r im Nenner vorkommen, so ist für #+1 die 
erste Formel in (3), für den Nenner 2? die zweite Formel 
zu benutzen: 

28ce—2(a—b)-+r) 











2 Bi 

Gl ee) 
at 5la—b)—-6c+2r 
DR y“ 4 — 5(a — b) 


Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen gibt en 4, und 
somit wird nach (4) 


a+tb 057) > 
35) 00 2 26 Bla 














Pine 


Bringt man den Faktor vor der Wurzel unter diese und 
bemerkt, daß 
Bc— 2a —-b))+r)da -—b)—-6c+2r)=(a—b)(r— ec) 
ist, so erhält man die oben angegebene Formel für «. 
Für numerische Gleichungen ist die Auflösung so gut 
als beendet, wenn t gefunden ist. Dann ergeben die 
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Gleichungen (1) nach der Elimination von A leicht & selber, 
wie in (4) angegeben. 
Pa DyVeserbmmybza e 
var (b_-o)Vyb—x . Vea-a(—a) 
Be. et 















































2 3(a—b)—+L4c ? 
r—V(a—- b)” — 2(a— b)e +9. 
AB8, a—-Dya—-c+b— mVb—z _ C 
(Va—2— Vb— x)’  Va—»)b—a) 
L. <= Er et yere ke, r=V(a—b)?+4(a—b)ec. 
ae De = = 
459. Ser — V(a— x)(b — x) 
L. 2- + unctn) = Vl6@—d)c+e. 





4V2c?-+ 2er 
Man verfahre ganz wie in 456. Dann findet man zunächst 


r+e 8(a — b) 
% 7 - VA. 
(“— 0’ — (b— a) 
le re a A 
rer 
a nl 5(a —b) + Ar 
Ben 28 VS (a—b)’ 


r va — b)”" + 3(a—b)e. 
461. (a— 2)’ VYa—c+(b-z)Vb—-x)-(Ya-a—-Vb-zP = c 


b Di; 5(a — b)° 
L. ‘7 "ir 2y2ar —r? 30 ‚Ver 


Auch hier wird der in 456 eingeschlagene Weg am ein- 
fachsten zum Ziele führen. Man findet 





























5—ayP2 —- x —- 2 —- a V5—x 14 
462. ann er ek 
y are ER 27 


Man findet hier zunächst = +33, 





v1 
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1 13 
al EN AS) ag u 
Ve ee a 
L 72? 1 :ya-d -6R ger. 








r=V4la —b)e +9. 
Kubiert man, so erhält man eine quadratische Gleichung 
für (a—x)(« —b) =». — Auch hier kann man den irratio- 
nalen Teil durch r und c allein ausdrücken. Man erhält 


12 Fey Be — 50). 








AGA. a-a9Ve-d+@-DVa—e 
Va=a+ Va—b 


L. 2"? 1 :Va—b-2)@cHn, 


r=V(a— 5b)? —- 2(a —b)e+9e. 
a=11,b=30, c— 78 geben «—38, 3, (41 + 253133). 
Der einfachste Weg ist hier wohl der in 445e) an- 
gegebene. Setzt man 
(1) a— int: v—-b=n-2 
so folgt aus der gegebenen Gleichung leicht 
nz (+5 + (n — iR 
Nn—2 2 — (N — ec) 
Hieraus durch korr. Add. 
Lane HL 2? + 3(n — oz EN 
2 3(n — 2? + (nm — 6)’ 
#—3chn— )"=n(n — ec)”. 
Diese Gleichung liefert 2. Dann sind statt » und z wieder 
a, b und x aus (1) einzuführen, dadurch erhält man die oben 
angegebene Lösung. 


465. VazatVa—b _ a+b— 2x 
Va—-a— Ve—b G 
L.0— 23° 4 "Vd@-b— de+2er, 


=(C 





? 




















r=V9(a—b— ce? +4la — ID 
a—=130,b=69,c=1701 geben x— 194,5, (199 +81iy1281). 
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Die Auflösung ist hier ganz wie in 464, nur setzt man 
hier besser 


a-2=-,(n+2) 2 —b=--(n-2) 
Die gegebene Gleichung geht dadurch über in 
nt? _ ( + .c\3 


) USW, 
ER le 


„Va=a’+Va-W__ 
"Nazayr Ve arb-En 


L. 2-7 + 2Va-b+e-nB@e-atbrn), 

















r=YV(a — 5b” — 10(a—b)e +9. 
a = 157, b = 5,c— 2087 geben x — 130, 32, 81 +  y1501. 
Für eine numerische Gleichung dieser Art würde der 


in 464 und 465 befolgte Weg wiederum der einfachste sein. 
Man würde kommen auf 


re) 


woraus durch korr. Addition 


na Smile’ 302 
2nz 302-+2° 








usw. 


Die Formel für x wird aber bei Buchstaben komplizierter als 
nötig; auch erhält man für r nicht direkt den einfachsten 
Radikanden. 

Der in 445d) angegebene Weg ist zwar etwas weit- 
läufiger, liefert aber immer die einfachste Form des Resultats 
und führt direkt auf den einfachsten Radikanden. Man hat 
danach 


(1) Va—-szs=-Ailt+1) VYe-b=-Alt-1) 


a+b—2x 3#+1 1 


(2) PETE ASTEERITE 
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Wegen (1) geht die gegebene Gleichung über in 
G- DEI PERF D 
Gr iy ee ae 11° —-@ 18 
Derd € t(t? + 3) 
FIRE en 
Hieraus ist Z zu bestimmen. Man findet 


Sc 2 (der a—b 
(3) = 8(a- 0) 2c - Vo 


Soll nun bei der Substitution von £ in (2) das r im Nenner 
verschwinden, so hat man wegen #??+3 nach 394e) mit 
Anwendung des KS. (s. 19) aus den in (3) für £ gefundenen 


Formeln abzuleiten 


1/9e—5(a —b)+3r 
eK la wesen 


Bil Mae ae 
u 2(a — b) 


Hiernach hat man unter Benutzung des zweiten in (3) für 


























Dann wird 








: gegebenen Wertes wegen (2) 


a+b—2xz 3c—(a—b rq/3c — ?2?(a —b)—r 
(4) I x ne V ar 
Bringt man den rationalen Faktor unter die Wurzel, beachtet, 
daß 
Bc— (a—b)+r)8c— 2a —b) — r)=(a—b)a—b+c-—r) 
ist, und kürzt im Radikanden durch a — b, so folgt aus (4) 
die oben angegebene Lösung. 

Für eine numerische Gleichung war die Auflösung mit 
(3) schon beendigt. Denn ist t gefunden, 50 liefert die 
Gleichung (2) sofort x selber. Kommt es aber bei der vor- 
gelegten Buchstabengleichung darauf an, für & eine möglichst 
einfache Form zu finden, so führt der angegebene Weg am 
sichersten und schnellsten zum Ziele. 


167. VeZa* Fien a+b— 2x 
VYa-at— Ya—b) 5 


nn as bu. Babe Tr 2er 
Uns, f V 2(a—b)—3e 


r=YV9(a — db? — 10(a—b)e+e. 
a — 30,b= 2,0 = 20,8 geben © — 29, 3,16 + 14, V1B. 
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A468. a—aVa=e+@—HVe—3 
(a—-a)Ve _d-+(«—j a—& 


I en 43V = Nr +3), r=VeR+8, 


469. (a—a)Ya—b+ ( © —b)Ya— x 
Wa-z+VYx-d) 


Ir 2 er er 8, 














=.( 





Man findet hier zunächst 


1 DR VE 
er daß EEE, 
a=28,d-9,c—— 78 geben z— 36,1, ©. 


wird. 





1045 1 
74 


410, Ve=a’+Va-De=d+ Va”? _ 
Va—x — + Ve—d b 


L. 2-23? 2 V8cFrlle—3n), 











r mr? @=8(a be. 


411. (a — Ye Er DV. 


 a+b , 2a—b)— ce+rj/c—5(a—b)+2r 
L.0= RT 2 V MRENAMETE 


r=V5(a — b? — 2(a—b)e+c. 


Kubiert man, so findet sich 

















_ — En = Ze = 


—(., 





+ 3ca—- a) —b)+= 





Setzt man also (a— z)(@« —b)=p, so erhält man mit Be- 
nutzung von 376b) (3) leicht die Gleichung 


a —-b) +30) —- da —-b+He)p+(a—b’=0. 


Daraus ist p zu bestimmen und dann ist auch x leicht 
gefunden. Für eine Buchstabengleichung wird jedoch der 
Ausdruck für « sehr kompliziert; auch erhält der Radıkand 
von r noch den quadratischen Faktor ((a — 5? — (a— b)e — c?)*, 
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was man schwerlich auf diesem Wege erkennen würde. Der 
in 445 d) oder 466 befolgte Weg ist derjenige, welcher die 
einfachste Form des Resultates liefert. 


472. Wa=a+Vöte) _ 
Va-a) +YVCcHD 


a—b u Be 
on 18 EcHe 


r—=-V24a+b)e+e. 
473. (Ya—-z+YVb+x)=cVY(a—a)(b-+ x) 


a— DB. Blake rar 
La Sen 18 Va 























r=Ve@— 12(a+b)e. 
a—6,6b=3,c— 121, gibt 2=5, — 2,1, +25. 





ee N), 








ee a—b+2c71/4(a—b)—c 
L.#= mi 6 V 3C 


2 
a a a a 
a, 3 V N." 
Man setze nach 376 (6) oder 445 (11) 


a—t=:+n 5db-x=2ı—n, 





so geht die gegebene Gleichung über in 
Vetn®:—- Ve —n)?= V2ez, 


welche in 352 gelöst ist. 
Fürca=9,b=2 und c=3 erhält man 


9 +65 +16 
18 





Es gelten alle Zeichenverbindungen, also 
_9+65+16 99 — 65 +16 
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2—b 


Bee" — (Ya — Frau 
a ee 


_ a+b a—b c+2+rj/c+5—?2r 
an De 2 c+1 V PETE 


r=YVA4c+5. 
Bi: N a ler I) 3 
ner 7, ou, ent 710 Va 























Bey N Vo b=Ye. 


Dye- e— u = re en V2la —b)e+2e. 
a) Man kommt am schnellsten zum Ziele, wenn man 
nach der Formel 376 b) (2) 
(u+v%"—=ut+ vi + 4lu + v)’uv — 2u?v? 
zur 4. Potenz erhebt. Das gibt für 
Va-)@-b)=p 


c=a—b+4pVc— 2p? 
= aVYe- vaa-D)-t2c Bel 
2 2yVe 

(2€-— r)® 


(a — 2) -b)=- 16 


Hieraus ergibt sich x mit Benutzung von 2(a—b)e=r’— 2c 
in der oben angegebenen Form. 

b) Auch nach 73b) macht sich die Lösung sehr einfach. 
Man setzt 


(1) a 
Dies kombiniert mit der gegebenen Gleichung, liefert 
(2) ee —Ve+ Ä | 
12 Ve—-b _Ve—: 
Potenziert man nunmehr mit vier, so erhält man durch 
Addition und Subtraktion 


| 8a —-b)=c+62Ye+ 
la+b-22-,:(@+ vavı | 











die Gleichung 











p 





2 
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Die erste Gleichung liefert den Wert von z, der in die zweite 
Gleichung einzusetzen ist. 
Daß man auch nach den in 445 angegebenen Methoden 
zum Ziele kommt, ist leicht begreiflich. 
476. Y9T —- a +VYe—- 15 =4 
L. x = 96, 16, 56 + 8401. 
476,. V300 -— a + Vz — 28 = 6 
L. x = 284, 44, 164 + 55255. 
476,. 7500 — + Yxr — 8 = 4/6 
L. <= 494, 14, 254 + 5040:. 
eo Va Et @ — BY —b 
Va—c+Vxe—b | 
et Lu b)Ba—-b_-6c+2 
= ——- +3V@2- ab) Zorn 


r=Vd5(a — 5)? — 12(a — b)e + 8c. 
Der kürzeste Weg ist hier wohl der in 464 angegebene. 

478. aa Ve-d+a@-WVa—a_ 

Va—x = Va—b —d 
a—+b 
Der, +>Va -5—-20(6e—a+b+2r, 
r—V(a — b” — 4a —b)e + 38d. 

479. (a—)Ya—a+ (x — d)Yx —b 
(a—a)Vx — b +@—b)ya—x 
1.23% 4 ern VEFNRe-r), r-Ve—2c+HB. 

Hebt man durch Ya— x +Yx— b, so ergibt sich 
nach einigen leichten Reduktionen für (a — 2) (e —b)=p 
die Gleichung 


+ Dp + (a - De 1)Vp=(a—b). 
Va sr Va c 
ze aa a+b— 2% 
L. 0-72 +3 Va -P- (en) 


r—=YV(a— bb)? — 2(a — b)e + 20. 
a = 800, b= 94, c= 2176 geben z— 719, 175, 447 + 576:Y 17. 





='i6C 

















==G 











=C 
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481. a— Vo —atb—a)Va— x 
Va-2z—-V=x 
 a+b a—b+2cı/a—b—4c-+2r 
L.2— BL 2 =yV I 
r=V(a—- b)?+ 40. 


S1a—b 81b—a db. dlla— bi, ,— 
= (a— b) gibt x = 5. en I + SER 


== 


























489. a—2)Ya-c+b Vize _ 
Ze a 7 gun 


ab 2c—a-—by/5a—b)—4c+2r 
L.«— 2 al: 2 =y 8e + Bla —b) 


2 V5a—b%V _ Sa-bie+4e 


483, Va=s+Vo=a za 
Va—-z—Vb— x 


 a+b  4a—b)—3c+örg/r—c 
ee ae 32 y 2c ? 


r=YV3(a —b)c+ cd. 


a— 88, b= 23, c— 3125 geben = = 104, 7, 1: +?! ya6. 






































a) Die Auflösung geschieht hier wohl am besten auf 
dem Wege, welcher in 445d) für die Quadratwurzel und in 
466 für die Kubikwurzel angegeben ist. Man setzt 


(1) Va—-x=4l-+1) Vb-z=Al-1). 
Hieraus ergibt sich durch Division, Erheben zur 4. Potenz 


und korr. Add. 
D) a a ee u a | 
(2) EIER 








Die gegebene Gleichung geht, nachdem man sie durch die 


identische Gleichung Va— x): x) — Vb— x) — a — b dividiert 
hat, durch (1) über in 





(3) 2(a -b)t=c(?+1). 
Daraus 

rc Be 
@ ee 


Mit Hilfe der 2. Formel für t ergibt sich x direkt aus (2). 
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b) Hätte man für ? nicht eine so einfache Formel, wie 
hier die zweite ist, so wäre die Substitution in (2) weitläufig. 
Man eliminiert dann am besten erst mit Hilfe von (3) aus 
(2) die 4. Potenz von ?, schreibt also 
(5) a+b—20—=,(c+2(a— Er 

Soll das r bei der Substitution im Nenner verschwinden, 
so hat man aus (4) nach dem KS. zu bilden 


Bar 
z Va a 


Hierdurch wird 
6 +1 Aa—b)—5c+ö5r 
Te 4(a — b) 


1 r—e 
:-=V 2 

Daher geht (5) über ın 
a ee 


16 De 














Dann aus (4) 











und mithin x, wie oben angegeben. — Dies ist der allgemeine 
Weg, für « die einfachste Form zu erhalten. 


A Se A) 
484. (a) V E22 2 Im Veen 
1 ee iR ee a 
De ee ee ee 
r=V4la— bb)’ + cd. 
Man schlage den in 483 angegebenen Weg ein. Inden: 
man £ durch r und ce allein ausdrückt, findet man 


De: 
Vr He—2YVr—c 
Diese Formel ist zu benutzen in 
Ve +1, 
EN FER 
Quadriert man, so kommt 


a—& _YVrtet Vor 
be ©. yVr+e: -VBeZ8r 
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Eine nochmalige Quadratur unter darauffolgender Ver- 
wendung der korr. Add. gibt 
ar d— 285 3ce—r 
ad Ver +oße— En 
mithin &, wie oben angegeben. 
Benutzt man andere Formeln für #, so wird der Ausdruck 
für x sehr kompliziert. 





Bez man a=19,b=4,c= = so findet man zunächst 


= 2, ti=-+35, iV3, und mit Hilfe von # oder direkt. 


23 | 11557/3 
02,3, 941% Vs: 
20 er b—-% 163 
4 ar — u ——— 0 
V5—-xz V2—-z V2—ac—-V5—x 
25 , 11557 /8 
4,21, + zn 
Man erhält für ? zunächst die Gleichung 3—25?°—18=0, 
woraus sich für # dieselben Werte wie in 484 ergeben. 


486. Va—-a+YVe— a 


L. „tt 2 Er zeu —YV20(a—b)c+5c. 


Man verfahre ähnlich, wie in 476. 


486,. V3400 — x + Vz — 32 = 8 
12-3157, 275, 17164 2711:V33. 


487. a—aVa—a-@-NVa—3 be 
Va—-a—- Ve b 


Bere ebT ia eb) bc} 2r 
ne Tu 2 V Bersae 


r=Y4(a — 5” — 8(a — b)e +5e. 
Der einfachste Weg, zur Lösung zu gelangen, ist der in: 
445 e) angegebene. 


AB8, (a—a)Vx — db — (a HYa—a _ 


485. 












































Va—a—Ve—b 
ab a—b-+2c ar — 56 
L.0= + 2 Vene 





—- V(a—b)? +2(a —b)e +5. 
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Va? Ve — bi: - 
489. VY(a— 2) +Y(x — b) Va 
ward 3c+rı/a—b—5c-+2r 
LT BT V 3(a —b)-+de ’ 
r—=V(a— b% — 2(a—b)e+5e. 
Der in 445d) angegebene, bereits bei den Aufgaben 466 
und 483 mit Vorteil benutzte Weg führt auch hier am 


einfachsten zur Lösung. Dasselbe gilt von den drei folgenden 
Aufgaben. Man setze demgemäß 


Va—-a=Alt+1) Va-b=-Al—1). 
AN. (Va—x—-YVx 2 °(W/ (a 23 a Ei; 
L. Eee TE 


9 9r— Be? 























r =V4(a — b)ce + 5c°. 
Die einfachste Darstellung für £ ist hier 


2r — de 
he | 
C 
Diese ist zu benutzen. 


491. (Va —- ©? -VYa—-5)(Ya—-x+Vx—-b)=e 


 a+b alten 
L. x = 9 + 10 IT 

















r—=YV16(a — b)? — 20(a —b)e + Be. 
499, Va-ay +VY@+9)° I 
Va—a+Ve+b 


az er); e—r 
L.0= ER FE 2 5c-+3r’ 

















r=-V5®—-4la+b)e. 
Setzt man a= 17, b=16 und c=27, so erhält man 


216, —15, +2 y3. 





Zweiter Teil. 


Gleichungen mit zwei Unbekannten. 





«* 


A. 
Einfachere Gleichungen homogenen Charakters. 


Die in den beiden ersten Abschnitten (A und B) auf- 
tretenden Aufgaben haben die gemeinsame Eigenschaft, daß 
die in ihnen auftretenden Ausdrücke sich aus homogenen 
Verbindungen der beiden Unbekannten zusammensetzen, eine 
Eigenschaft, die allerdings bei manchen Gleichungen erst 
nach einer geeigneten Umformung deutlich zutage tritt. 
Homogen in bezug auf gewisse Größen heißt ein Aus- 
druck, dessen sämtliche Glieder in bezug auf diese Größen 
denselben Grad aufweisen. 

Die große Mehrzahl der zunächst folgenden Aufgaben 
ist dadurch gekennzeichnet, daß sich aus einer der beiden 
gegebenen Gleichungen, öfters auch durch eine Kombination 
dieser Gleichungen, das Verhältnis der Unbekannten leicht 
bestimmen läßt. Hat man für dieses Verhältnis die Gleichung 


a A 


Y q 
in der » und q bekannte Größen sind, so kann man sofort 
setzen 


BJ 


c=pt y=dgt 


und gelangt durch Einführung dieser Werte in eine der ge- 
gebenen Gleichungen auf eine Aufgabe, die nur noch eine 
Unbekannte (t) enthält. Aus dem Werte für £ ergeben sich 
dann sofort die Werte für x und y. 

Hat man von vornherein eine Gleichung, in der ein homo- 
gener, d. h. nur =, xy und y? enthaltender Ausdruck zweiten 
Grades gleich Null gesetzt ist, so ergibt die Division durch 


y? sofort eine Gleichung für m Ist solche "Gleichung nicht 


von vornherein vorhanden, so läßt sie sich bisweilen leicht 
bilden. 
18= 
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Daneben existieren für die einzelnen Aufgaben vielfach 
noch andere Lösungsmethoden, die durch die Form der vor- 
gelegten Gleichungen an die Hand gegeben werden. Sie sind 
an gehöriger Stelle jedesmal angegeben. 

Bei einer größeren Zahl von Aufgaben ist die Lösung 
x=%y=( von vornherein leicht daran zu erkennen, daß in 
den geordneten Gleichungen Glieder, die kein & oder y ent- 
halten, überhaupt nicht vorkommen. 


ax—by m 
1. |ea—dy nn 
@+y=K? 


(bon—dm)k (an— cm)k 


L. N er ae = Sen . 
* Verneeinenn. V(bn— dm)’+(an— cm)? 








Da sich aus der ersten Gleichung leicht 


x _ bn— dm 





(1) y an—cm 

ergibt, hat man 

(2) x = (bn — dm)t y=(an — cm)t. 
Die zweite Gleichung ergibt dann 


An £ 
V(bn — dm)? -+ (an — cm)? 








Dann liefern die Gleichungen (2) die Unbekannten selber. 


eV ER 
„| 397% 
r y2 eich 
ae (a—+b)c A (a — b)ec 








Vet +5)’ © yVa@+o) 
Aus der ersten Gleichung folgert man nach I. 18 


nr 0 


Ex 
y_ -a—b?’ 





hat also hier zı? setzen 
2 —= (a + b)t y=(a—b)t. 


Dies, in der zweiten Gleichung substituiert, liefert ? usw. 
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Eu y) Ta: 
la” +(a—b)ay—by? = ec 
I (a—+b)e (a — b)c 














Vera tb ” Years 
Veilv.. 
ikazvy. 
eye 

Bee (a + b)?c a (a — b)?c 











2YV2ab(a? + 03)’ a 2yVaabaa tb 
Hier findet man aus der ersten Gleichung zunächst 


© _(a+b)° 


y (a—b)? 
ayctyYy _ a 
5. |aVye—yyy 9 


= —y 
SI ng 3 I — 

Be ab), > © ve 
12 2 eV Eh, HL hr 


3 3 
— +% — 2cm? 











6. be-tay 
bz—ay 
L u ne bm(e—1) 


Vs 








b 
E = = . 
Va-+b’ Y Va+b 
a) Hier findet man, indem man die erste Gleichung 
durch die zweite dividiert, zunächst = = _ Es ist also 


x=at, y=bt. Diese Werte kann man behufs Bestimmung 
von t in die erste oder in die zweite oder auch in eine 
Kombination der gegebenen Gleichungen einsetzen, z. B. in 
die durch Addition der gegebenen Gleichungen entstehende 


Gleichung N Be 
z+y” =aHtb. 
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So erhält man sofort 
1 


won 

b) Ein anderer Weg der Lösung ist der, aus der eben 
erwähnten Kombinationsgleichung zunächt 2 +y=YVa-+ b 
zu bestimmen und nunmehr y=Ya+b-—x in die erste, 
2 —=Ya-+b-— y in die zweite Gleichung einzusetzen, wodurch 
sich z£ und y unmittelbar ergeben. 

In den folgenden Aufgaben (bis 15) wird man ebenfalls 
auf dem Wege der Division der beiden Gleichungen durch- 


einander leicht den Quotienten der Unbekannten bestimmen 
können. 


ae, 





Ptay-b| 


a b 
14: Ye Ze Bes Y ——— Turass . 
varı’" Yartı: 


o x +ay = a 
Iytrey=b 
b 
17 een U re 
erw’ Var 
eytay=al 
ih y 














wy—-ayf=b 
L. <= N VW - dan ä 
Va(a® — 3) Vala® — >) 
= a@® +?) 
11 ERON 
y—b(a? + y°) 
b 
1.00, Fair y-o, PER 





L.2<=0,ala+b); y=(0, b(a+b) 
Kae 
IyVety=b 


a EL 


Von: 


19. 
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aya bYVb 
AT yarye IT yarı 
Die linken Seiten der beiden Gleichungen haben den 
Faktor Yx + Yy gemeinsam, die nicht gemeinsamen Faktoren 
sind Vz? und Vıß, aus deren Verhältnis sich sofort das Ver- 
hältnis von x zu y finden läßt. 


Be ale ty‘) 
Le y-bai+y) 











a—+b a—b 
L au 200.2 as 2ab 
16. a(@ —-y)=ba+y)=ay 
2ab 2ab 
L.2=0, Ih y-d, Ed 
Man hat zunächst 
u, EUR. 
Er 


Es ist demnach 
= (a+b)t y=(a—b)t 
in eine der Gleichungen 
ac —y)=xy oder b(x +Yy) = xy 
einzusetzen und ?t zu bestimmen. 


17. a @—-y)J=-beka+y)=+y 


a b 
ra Iren 
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19. 2 — Y=alc—-y)=b(ac + y) 
L.2=0, 3(a+b)} y-0, 5 (ab). 
20, ay=bre—=ay 
Id a: 


a—-S’+y _33 











Do Key “ 
t—-y=m 
3a+2m 2a+t 53m 3 2 
La Mehem Beten, y- (m), za m). 


Man dividiere beide Seiten der ersten Gleichung durch 2, 
wende nach I. 18 korr. Add. an und ziehe die Wurzel, so 


erhält man 


ee 
a—-a—Yy zu. 
Dies ist mit der zweiten Gleichung zu kombinieren. — Oder 


Fa = - und 
kombiniert diese Werte mit der zweiten Gleichung. 
Be ER —Y LYFRAR 


2 |a—-D—(a—a)y+y? 19 
—y=b 


man schreibt nach I. 165 sofort hin 








1 9 1 
L.x= (a +3b), „(8a + 5b) 


y-2(a-b), 2(a—b) 


Wendet man auf die erste Gleichung korr. Add. an, so 
ist diese Aufgabe leicht auf die vorhergehende reduziert. 


a ty=4u 
25. x Du 


Be % 2 


L. x =2(a—b),b-—-a y=2b—a, 2a —b. 
Die zweite Gleichung läßt sich ganz so behandeln, wie 
die erste Gleichung in 21. — Nach I. 165 kann man sofort 


en 1 
De En 








hinschreiben 
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9 Fe 
24. + a a 
Data L)y 
L. 2 -Ve—a—1 ve-a—ı DIET SU D.C 
a—i ? a—i a—1? a! 


Man bestimme y zunächst, indem man x? eliminiert. 
Ist y gefunden, so ist der Wert dafür in der ersten Gleichung 
zu substituieren. 


& ’— 48 
2 
r+y—by | 


1x =0, V(a — 1)\b- 1); y=0, V(a — 1b — 1). 

Man bestimme aus der ersten Gleichung den Wert für x 
und substituiere diesen in der zweiten Gleichung, oder man 
bestimme y aus der zweiten Gleichung und substituiere den 
erhaltenen Wert in der ersten Gleichung. — Oder man schreibe 
die Gleichungen so: „”"=(a—1)x, &@=(b—1)y. Die Multi- 
plikation gibt dann xy —0, (a—1)(b — 1). Weiter ist 
P=(a— 1)ay, = (b— 1)ay usw. 


Br 79 
96, =. E 
2 +y=ba? 


L..x=0 








. yes I 
 Va-1)0—ı)’ "Va 1:6 1) 
Hr l+ytyP+Hy)=a 

el ytyP—yp)=b 


 a+bdb1/a+b a—b, 
L.0= » Vern u-55 




















Man bilde die Summe und die Differenz der gegebenen 
Gleichungen, so gibt die Division der so erhaltenen Glei- 
chungen durcheinander die Unbekannte y. 


ir zty=a+b+(a— b)ay 
ag 


2ab—1- YA4a?b? 1 2ab-+1-+ Y4a?b?’+1 
L. «= 2b ER. Nee 2a 
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Man drücke die Größen x und y mittels des Produkts 
xy aus, was man durch Addition und Subtraktion der 
Gleichungen erreicht. Man erhält 


(1) x=all+ay), y=-b(il-ay) 
Das Produkt dieser Gleichungen liefert eine Gleichung für 


xy, aus welcher xy zu bestimmen ist. Dann geben die 
Gleichungen (1) die Unbekannten selber. 


ac +by=cay 
DI - ; 
acst+by=cay 


Man drücke auch hier x und y mittels des Produkts xy 
aus. Die erhaltenen Gleichungen liefern direkt die Lösung. 


ax +by=c(a?-+ y?) 
«u by-c(@ +9) 

W (ab" — a’b)(cb’ — c’b) 
L.2=0, (ac — a? -+(cb— c’b)! 


ab —ab(ad—ae 
’ (ad —ac)?+cb’ — c'b) 





y-=O 





Hier drücke man x und y zunächst mittels der Größe 
x” + y?” aus. Dann gibt die Summe der Quadrate die Werte 
für 2 + y? usw. Man kann dies in der Weise ausführen, 
daß man unter Hinzufügung der Gleichung + y?=2 die 
gegebenen Gleichungen in der Form 


ac+by= cz 
acz+by=cz 
schreibt, und die aus diesen Gleichungen folgenden, z ent- 


haltenden Ausdrücke für x und y in die neu hinzugefügte 
Gleichung einsetzt. 


en |e=a(a°+ „a 
v-b@ +9 


a 


A. Einfachere Gleichungen homogenen Charakters. 203 


Man setze x = at, y = bt in einer der beiden Gleichungen, 
so erhält man den Wert von £. — Oder man addiere die 
beiden, zuvor in die dritte Potenz erhobenen Gleichungen, 
so erhält man die Werte von 2° + y?. 

(ee? + y)= a 

ya® + y') = b 
TR b 


San 











ee nt 

ee 
en 2 +y= als + yt) | 
Wer in 


L. 20, 5° 4-0, —. 
Va*-+ 60?b?-+ di Va! 60°? p* 


Hier ist = (a+b)t, y=(a— b)t zu setzen. 


Er ee 
Ey —2b! 




















3a—b or au 3b—a 
me y8a ar a, y an a 


Man bestimme durch Addition und Subtraktion der 
Gleichungen zunächst x&°+y? und xy, deren Kombination 
dann leicht («+ y)? und (x — y)’, mithin auch 2+y und 
x — y liefert. 


SE, 








LH 2 
35. 4y og, 
+ Y 


L. ganz wie in 94. 


a ma Neger 

L. 2-41 +V35): v-z(1 -V3Z3 
a) Man bestimmt aus der ersten Gleichung eine Un- 
bekannte und substituiert den Wert für dieselbe in der 
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zweiten Gleichung. Das gibt für x und für y bezüglich die 
Gleichungen 

+ (a— 2)” = mx(a— x) 

(a — + y? = myla — y). 


Die erste Gleichung liefert x, die zweite liefert y. — Diese 
Methode (Substitutionsmethode) ist immer anwend- 
bar, wenn eine der gegebenen Gleichungen, wenig- 
stens in bezug auf eine der Unbekannten, vom ersten, 
Grade ist, oder wenn man durch die Kombination 
beider Gleichungen eine solche Gleichung ersten 
Grades erhalten kann. 

b) Man quadriert die erste Gleichung, subtrahiert darauf 
die zweite Gleichung, so findet man 


a? 


YTnmr2 





Dies, mit der zweiten Gleichung kombiniert, liefert leicht 
x — y usw. 

c) Die einfachste Auflösung ist, aus der zweiten Gleichung 
das Verhältnis der Unbekannten zu bestimmen. Man hat 








ch ei) 
20 2? 
also nach 1. 18 (7) 
> ea 
zty  / m-2 
m 
a ir ma 


Dies ist mit der ersten Gleichung zu kombinieren. 


32° +2ay+tyP=43 
x? + 2cy + 3y? = 33 


L.2=3, —3, 2y3 
J a 
= 2.2, Vo 


a) Man sucht zunächst xy. Indem man die Glieder mit xy 
nach rechts bringt und dann durch die Kombination der 
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beiden Gleichungen zunächst für «° und y? Ausdrücke ge- 
winnt, die xy enthalten, findet man 


20° = 24 — xy 
(1) rd 
2y = 14 — xy 


Diese beiden Gleichungen, miteinander multipliziert, liefern 
eine quadratische Gleichung für xy. Man erhält 


an UE: 


Für die erste Wurzel (+ 6) müssen x und y gleiche Zeichen 


haben, für die zweite (- =) entgegengesetzte. Nun ergeben 


sich aus (1) die Werte der Unbekannten selber. 


b) Leichter kommt man zum Ziele nach 36c). Man 
2 


sucht F Aus jeder Gleichung, welche nur Glieder mit x, y? 


und xy enthält, läßt sich 5 bestimmen. Man dividiert 


durch y2 und erhält für eine quadratische Gleichung. — 
In 36c) ist dieser Quotient durch Anwendung der korr. 
Addition gefunden. Dies Verfahren ist hier nicht anwendbar. 
Man dividiert die Gleichungen durcheinander, oder, was auf 
dasselbe hinausläuft, man multipliziert die erste Gleichung 
mit 33, die zweite mit 43 und subtrahiert beide Gleichungen 
voneinander. Dadurch erhält man 


142? — Bay — 24y? = 0 
ER EN 
Y Y 
EB 8 
Va Te 
Man hat daher nach Aufg. 1 in einer der gegebenen Glei- 
chungen zu substituieren 


' el 5 = —8t 
[Ivy = 2t |Iy=Tt 


und ? zu bestimmen, so geben 1. und 2. die Unbekannten 
selber. — Die Zeichen von x und y ergeben sich auf diesem 
Wege von selbst, bedürfen also keiner besonderen Berück- 
sichtigung. 


Be - . 
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: + ay+3y= 41 
 I®—-ay+2y = 23 


er Br — 3y) (3x2 — 2) = e2 
DJ. 


© +3y =12 
R Br 
L. = 3, — 3, 917 


. 
vl, ll Var 


Man führe in der ersten Gleichung die Multiplikation 
aus und verfahre wie bei den beiden vorhergehenden Aufgaben. 


“ ONE Be 
 LO2-W)@-y)= 33 
L.xr=4-4]1,—1 
a a är, 
N . 


—ay+yp=a—b 











L.2=aV er y-byV u 
Dr in 


Die Division der Gleichungen durcheinander liefert leicht 5 -; 
Dann weiter nach 1. — Ähnlich löse man die folgenden drei 


Aufgaben. 
| +ypP=a(z—y) 
42. 5 4 
B—ayty—b(r—y) 
nr 2a, aan 
L.x2=0, ara 390 : 
++) 
45. 
"—ay+ = (ab) —Y) 


aa—b)? | 
a —ab+ri 9 








b(a — b)? 
a— ab+b: 





Lx=0 =.0, 
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Be 
@-)a+y)—=b 
2 a—b 44 a—b 
Var’ Yard 
en Aa a er 
Bay taf—y— 


M. 








ar 
Da. y:+vV LEZLE. 
VsQ@+b) Vs(a + b) 
Man zerlege links in Faktoren, dividiere die Gleichungen 


durcheinander, ziehe die Wurzel und wende korr. Add. an, 
so erhält man 





© YVa+yb 


Yy Ya—yob 
N ek) 
I/®-dy+taop—-P=b(c + yY) 
I 0), a "2ab.. ea re 


























a1 2 a? + b? 
Ba SCHE, @ aM ab 
a? +22? rei u 
r eneane 
 |e+y@-y’= 
T _ ab _ 4—b 
x 2 Vab : 2 Vab 
„ [e+We-w-« 
 ler+ry’@-y’=b 
13 _ 4b Ase 
x 2Va:d:’ > ars: 
Rn kenne 
La ya’ +3y?) = b 


Dee. a+b a—b 





Y . 
2ya-adbti ya ab b 
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aya byb . 
“Tyaryo’ IT Yat ya 
Man zieht die Kubikwurzel, bringt die Unbekannten 
nach links und dividiert die Gleichungen durcheinander, so 
findet man leicht 


ER aya as 
von (el) 
2 = (a — 2)(b — y) 
a 2 - (a — 2) d- " 


ayb bya 





var? IT ya 
Man setze a—a=u b—-y=v, so reduziert sich diese 
Aufgabe auf die vorige. — Oder man suche a— x und 
b— y, daraus a und b selber, so findet man durch Division 
den Quotienten der Unbekannten. — Oder man findet durch 
Multiplikation zunächst (a — x)(b — y) = xy, und folgert nun 
= ay(a— ®) (0 + Yy) = aay 
y"—=aylb —y) „(ae +y)—bay 
Hieraus ergibt sich der Quotient der Unbekannten. Man 
hat zu setzen e—=tYa, y=tYyb. 


2 
24m, + y) 

2 
P+4nr—-Zz(a+y) 


re n(a? Bee) e n(a? a Cu 














r=Vla+b+o)(-a+b+c)(a—b+ce)(atb-—o 
Man subtrahiert die Gleichungen voneinander, dividiert 
durch © + y und erhält zunächst leicht 
55 a? —+b?—.c? 
3 
Die in Rede stehenden Gleichungen enthalten eine inter- 
essante — übrigens auch leicht direkt nachzuweisende — 
geometrische Beziehung. 
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Sind a, b, c die Seiten eines Dreiecks, «, ß, y ihre Gegen- 
winkel, so stellt die hier auftretende Wurzelgröße bekanntlich 
die vierfache Dreiecksfläche vor 


r=AN. 

Ferner ist bekanntlich 2A = ac sin ß, also hier r=2acsin ß, 
und entsprechend r = 2absiny. Zugleich gelten die Formeln 
2accsß=a” + —b, 2abesy= + — 

Die Einsetzung dieser Werte in die Lösungen für x und y 
führt zu den Gleichungen 
x=ncoty y=meotß, 


durch deren Einsetzung in die gegebenen Gleichungen man 
schließlich die Formeln 


cof?y+1= B (cot y + cot ß)? 


a? 
ct? +1= 2 (cot y + cot ß)? 
erhält, die für jedes Dreieck Geltung haben. 


a +2y+y? _ a 
u vb 














+ y’— 2b 
we: /3b—a IurEanT zz 
De V3a—b EEE a EL q V3b—a 
aV3a—b 2y3a—b 


Man verfahre nach 36c). Nach 1.18, 8 ergibt sich aus 
der ersten Gleichung 
2 V3a—b+Y3b— a 
NT Teer 





man hat also in der zweiten Gleichung zu substituieren 
z=(V3a—-b+YV3b—-a)t, y=-(YVa—-b—-YV3b —-a)t 
und t zu bestimmen. 
.„ [e+9@+n- 
ytaf=c. | 
me, REEL) 8 Varna ya a 
2Vat2o 2c 2yVa+2c 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 14 
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Man dividiere die Gleichungen durcheinander und ver- 
fahre nach 36). 
Für a=1261, c=48 it = 9,4 y=4,9. 


23 De 
54. R Sy ! 
ytay mc 


2 Yet3e+tVa-e „rer 
2Va+ 3C 2Va Le 
Man dividiert die Gleichungen durcheinander. Das gibt 
Bay ag Ran 


xy ac 
Daraus nach I. 18, 8 














© _ Vase + yaze 
y_ Yalse_Vae 
Für a = 407, c=308 it = 7,4; y=4 7. 
Hy — ale eye) 
er +ayf=c@a®+ N 


ee} 


tl VEER) 


Se De ganz wie in 54. 





USW. 














a 

AT IIe Br 

sy .o 
1.02 IH, „99 fürs YRa-b)(8b— 20). 


Man dividiere die erste Gleichung durch die zweite, so 
2 2 

_ er — . woraus 7 nach 1.18 zu be- 
stimmen ist. — Oder man suche zunächst & + y, indem man 
von der doppelten ersten Gleichung die zweite subtrahiert. 
Das gibt a 


Für a8, 0-6 wird 0—8,3; y-3,8. 





erhält man 
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+y— bay 
b a8 b a8 
Nee tt) Teer) ‚(1-VE5) 


Die erste Gleichung liefert den Quotienten — „6 36) 


Er F +2y+ = a 





und 1. 18). 

a 22 —ay+yP=Va—ab+ b 
+ypP=a+b 

b 


a 

Ver-abtbi Ver-ab+ 

Y b >, a ur 

Vr-att Vazabrd: 
Unter Beachtung der Relation 
tar) —ayty) 

dividiere man die ins Quadrat erhobene zweite durch die ın 
die dritte Potenz erhobene erste Gleichung, dadurch erhält man 


E+W.__(a+b% 
a —ay+y? a—ab—+b? 





L. <= 














Daraus nach 1. 18 
a el BER RZ. , 
NEE eng d.h. en RN 


3 Sr = 
59. Bi er m 
<+ty=b 


Le-z(1+VEn) v-3(t-Vern) 


Man dividiere die erste Gleichung durch die zweite und 





bestimme 7 
ray =i?—y=alc-+y) 


L.2=0,58+Yd); y= 
61. [a y= (3 —- 2’ = (2 — y)] 


Ö, —( — 3). 


w| Hm vo| «© 


14* 
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ac +by _ PUR 

ne ee 
e+y=a-—b 
L.2=0,ya-b, se 





x — dy? = aux 

b 

L2=-0, 2,7 
y-0,0, 3 Vbd(be — ad). 


Man eliminiere ,°, dann findet man leicht «. 


102? — 9y? = 22° 
64. h 
12? — 6y?—= 15% 


Va U EN 
Ib »—-5(Va+b+YVa-), y -5.(V are var, 


Die Summe und die Differenz der Gleichungen. geben 
die Kuben von <-+y und 2 —y. 
Für a=172,db= 171 erhält man =4, ye3: 


V;-Ve-5| 


c m?’+ xy 2 
y m’—&y 





66. 





2 
m? + a? 


1 aı/m?-+ a? 
Um er ea . 
e® +1’ cY m?’—.a? 
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Die erste Gleichung läßt sich nach I. 92 zerlegen in 
1.2 — y=0 2. VYay=a. 


Jede dieser Gleichungen ist mit der zweiten Gleichung zu 
kombinieren. 


67. a +yY=anr+by= m?) 





L.x= a (am + bYa? + b! — m?) 
y- rg (bm — aya? + — m?). 


<+ty=a+b 
68. 2-+y°_ a°+5° 
RE  ) 
2a? +ab—b? en a? — ab — 2b? 
3(a—b) u Sa Toy 
Man setze z=a+z und y=b-—z. Dann wird die 
erste Gleichung identisch erfüllt. Aus der zweiten Gleichung 
ergeben sich für 2 die Werte 








mer (7, 








a? — tab + b? 
N) und — ea 


1+x2-+.° 
Bey Y 
<t+y=6 
L.z=16,4; y=-10, 2. 


By,r!t. 3 


70. Y”+c+1 2 
—y=|1l 


L.x=3, 2; NED 


322 — 8ay+4y = 0 
+yp+13(—y)= 





L.=—=0,2, _ 
13 
y—V, 3, ur 


Aus der ersten Gleichung findet man = = = 22 
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55 2 —32ay+2yYP =0 
322 —daytyP? +52 —y=3 
a BR 
1 u 
Vz 1, 3, 5(- B) +Y13). 
oh +y—alc+y) +2cla— 2c) =0O 
zy— ckaHt+y)+2°=0 


+r 
L. 2=2c, 0, 








für r— Va? — 4ac-+ 8.2. 





1020820 —— 


Man multipliziert die zweite Gleichung mit 2 und addiert 
die erste Gleichung, so erhält man eine quadratische Gleichung 
für +y. 


" ?+yP—-(ae+y)-12=0 
2y— 2(&+y)+3=0 
L..x==4,0,3, —2 
y=(0,4, —2, 3. 


2 rey zyN ey 


75. a+t4ab—b 4b 








a +ty=u 

_a+b a(a — b) 
Ib 4m ee 

az aa+b) 





ESCHE MTN, 


Da x -+y gegeben ist, so suche man © — y zunächst, 
setze also 








—Yy=t, 
so daß man hat 

a-+tt a—t 
(1) en RT RE 


Dies ist in der ersten Gleichung zu substituieren. Das gibt 


a—+4at—t” ti 


at4ad— Db 
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.215 
Dieser Gleichung wird genügt durch t=b, es muß sich also 


der Faktor {— b aussondern lassen. In der Tat ist 
br? + (a — )—-ab—=0 
eine Gleichung, der sich leicht die Form geben läßt 
t—b)(bt+a?)=0 (s. 1. 105) 
a? 
daher eb. un 


Dann folgen aus der ersten Gleichung die Unbekannten selber. 
16. [a + y°— ala — y) = bla? — yP)] 
ae 


3a+2b?—+r 
2.1= 5 „y= 


7. +y=ay=ı+y] 








L. 1. 2=y=0; 2.0 3(3+iV3), y-2(3-iV3). 

In Worte gekleidet würde diese Aufgabe lauten: 
Suche zwei Zahlen, für welche die Summe, das Pro- 
dukt und die Summe der Quadrate einander gleich 
sind. 

78. [2° -yP-,-.-9] 

Da y—0: 2. De y-1! 
In Worten ausgedrückt lautet diese Aufgabe: 








Suche zwei Zahlen, für welche die Differenz, der 
Quotient und die Differenz der Quadrate einander 

gleich sind. 
79. ce +y= + =o+ 

Bel), 1,01 

Del 200l, 1 
In Worten: 
Suche 


zwei Zahlen, für welche die Summe, die 
Summe der Quadrate und die Summe der Kuben ein- 
ander gleich sind. 
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80. [+ y=Tay=28(2 + y)] 
L. 2=0,2, —4, UT 43y1 
0 EAN IT EN VI: 
ß | c+2y+Yy= 4 
+ayty=1 
1. 222, 1022-2272,05 
Velen 2 uVn: 
Man sucht zunächst xy, indem man in der ersten Glei- 
chung xy nach rechts bringt, quadriert und dann die zweite 


Gleichung subtrahiert. Das liefert eine quadratische Gleichung 
für xy, aus der folgt @y=2, 9. 


1oty+b_yta—b_]| 
82, 2aty a4 

sty=4 
2a—+b 
3 








L.z=a-b, — 


yon, Satz, 
8£+y=a-+b 

83. | dc +Hy—b Arx+y—a 3(a—b) 
N ee 





L.2= 30,30; y-b,a—8b. 


il al 
ER EN 
a2 —1 a—1i 
De 





84. 





b— u? y a— b? 


L.x=a, ee ne Has: 


Da man sogleich einsieht, daß =a und y=b der 
Aufgabe genügen, so hat man nur eine der Unbekannten zu 
eliminieren, z. B. x, die entstehende Gleichung für y zu ordnen 
und auf 0 zu bringen, so muß sie links einen Faktor y — b 
haben (s. 1105). — Einfacher setzt man 2 1=(a— Dt, 
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y—1=(b—1)t und bestimmt t, von dem man weiß, daß 
t= 1 genügt. 


85 2 ‚eu 
ti y)=b 
Be ER a dmlrn n 














2V2a—b V?(a —b) 
Die Division der Gleichungen durcheinander gibt 
1-+ y* Ft 
nd 


Diese Gleichung ist wie 1. 262 u. f. zu behandeln. Man 
hat durch korr. Addition 


I Ya U; a—b 
1—y! yon 
Hieraus folgt y, wie angegeben. Ferner hat man hieraus 


2ay2a—b 2yb | 
20 Bıyb Vaga-b-Lyvb 


Dies ist in der zweiten Gleichung zu substituieren. Dann 














l+y'=- en 


erhält man «. 
9 E49: a : b 
86. [« +ay+y = Be 
Va+2b+Yya— 2b Va+2b— Ya—2b 
L. = z » m 7 . 
2Va-+b 2VYa+b 
Mar besiimmelzunächet 7. aus Zt 4 2 & (s. 36 c)). 
2 xy b 
a= 3952, b=1824 geben = +6, +4, +6, +4; 
y-IZ4, +6, +4i, +60. 


BAU Y echy + 
a: eat” PRRTEER .) 


L.<=— - (Ya+2b a op) 
I (Va2u Vor 0) 


a—b 
nr 


[Var +ya=Hn „_Vat ya, 
| 2Va+ 2b ya + 2b 
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1u_Verb+Va—b „_Varb-ya=b, 
2’ Var — N ' 2 Va’a’— DM) 
Für «a=800, b=480 hat man 7=+3, y=--l. 
Außerdem gibt es noch 10 imaginäre Wurzelpaare. 














re) u 
90. oda an, 
+ y=2b 
3a— b 3b—a 34a —b — V3b— 
AR m nal 2 Ba: z % - 
2V3a— b 2y3a—b 
2.2=y=Yb. 


Man dividiere die Gleichungen durcheinander, hebe und 
bestimme zunächst 
+9 _ a3, 9, 2 Veit 
2 y Yarzarı Wovon 
u y+ y* —( 
JE £ ER 
2° 2Yy 7 ee 


1.0 Var +YVa=B „_Vat-Va=r 
2Va+2d Ber Fee 
Für a=153, b=1l4 ist <=+3, +2, +3i, +2; 
y=+2, +9, +#2i, +38. 
Man dividiere die Gleichungen durcheinander. Das gibt, 
da sich 2&+ xy + y? forthebt, 
F—ayty? a 


xy b’ 

woraus durch korr. Addition und Radizierung folgt 

rw (en 

el 

Stände in der ersten Gleichung — x°y?, so hätte man in 

der zweiten Gleichung xy nach rechts zu bringen und dann 
zu quadrieren. Das gäbe mit Benutzung der ersten Gleichung 
für xy die Gleichung 


a-+ 22?y = 











;— 2b. 
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2:3 .. y° ae 


—yY 





arg 
Dr Yard ryanb „_VarsbVazd 
2/(a + 3d)(a—D) ' Va L3b)(a— b) 
a=189, b=180 geben = +5, +4, +5, +4, 
y=-=Zz4, +5, +4i, +5%. 


Man kann der Lösung auch die Form 


Biel ataot, a >) 
+ ae) at3b)> 
geben, welche für die logarithmische Berechnung geeigneter 
ist. Die Gleichungen haben 16 Wurzelpaare. In der a 


Aufgabe sind nur 8 angegeben. Es sind Se Vi nur 
Wurzeln benutzt: +1, +, nicht auch + 1° und + et 


V2 
1 
Berebie ty) 


BE ya Br yaot9a „Vo VB —2e 






































2/30 — 2a 2/30 — 2a 
OR): SUVar: 
a > v--y& 3.7=0, y=dÖ. 
2 SE 
94. zYy+rY + y? 
y+ay=b 
V32a—2bV2b—a V3a—2b— Yab—a 
N en ER 10 . 
2 V(a — b)? (30a + 2b) 2 V(a— b)’ (3a — 2b) 


ytay=al(a+y) 
ey+aıyf=b(e-+y) 


2b—a \3a— 2b 

v- (1 a) 2Vya—b 

2b—a \ 3a — 2b 

N Var): 
2.27=y=\. 
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= er: + apa (a + “ 
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Wre)etnne 














4 2 2 4 
5,b=5 geben ı—--,;Y Fr 


ey — ag? bat — y’) 
b 
L.x=0, a, z_gla+ V2ab— a?) 


b Eu EIR 72. 
y=V0, a, (a — V2ab—a?). 


p* ay(c+ty)=a | 
| atyr@® + yy=B9 


a? 


: a— V2b?—a: 





V4(a® — D3) Br Vala® — 09 a? — b°) 
99. ee y) 
2 2 
100. [7 +5 =aay=a+y] 

















1 2 1 2 
L. .a- (IV 2-1), 5 el 
2 ey 0 
ER 1 1 
a= gibt mn, 22, VE) 
a 
101. Se 
e—y—= 
L „Ye t+Veb—-3a _Va-yVib—3a, 
oVav — 3a eVad — 3a 
109% Bee (+ N 
U 
La Vet4V® „„Vea=syb, 
2Yy2a — b 


Vsa_d 


Ale = ul, een 


7, 7 Pre 
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@+9(y +2). 
nam 
eV Ve) 


16 4 477716 
Be 11,9 geben =, a 
Een 
@—y)(a+y)—b 
Val Vob— a Ve- Va 
u ee N 6——— 
ya —a 2y2b—a 


05. [2y = mern en _—Z 


1) @ EU EN 


=, en . 22 


a=25, b=T geben 2=0, =; =; v-,; = 
xyz u 
ER Be y(® + 9) | 
y’(a® + y’) =’ 
Der a+r ET Dal 


101 














Ran Ran’ 
on. [ Hay+ Va HYP a] 
( 
19 





2 ay+ Yo typ=bl 
V3a—b-+ V3b—a ß _ Yaa—b—ysb—a 


Be 6, ’ 6, ——— 
2V4(a + b) 2V4(a-+b) 


<l+y+M)=a 
A En: +fP+y)= 4 
In Be ne ueldee r—=V(3a?—b)(3b—a?). 











3 2(a?—b)? 
Dividiert man das Quadrat der ersten Gleichung durch 
die zweite Gleichung, so erhält man 
Fbyry 0 


1—y+y? db’ 
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woraus y leicht zu finden ist. — In Worten heißt diese 

Aufgabe so: 
Gesucht werden das erste Glied und der 
Quotient einer geometrischen Reihe von drei 
Gliedern, wenn die Summe dieser Glieder den 
Wert a und die Summe ihrer Quadrate den 
Wert b hat. 

Dann ist x das erste Glied und y der Quotient 1 Reihe. 









































Bee 
u 
3 y 
= 
L „_ Y3e-d+V30—a _V3a—b+y3b—a 
24a —b)(ab—a) 2a(3a— b)(8d— a) 
BR 2—y| 
El Vs) 
8 = c+Yy 
. J yo 
ee V3a—b+Yy3b—a __V3a—b+ysb—a 
2 Y168a— bed —a)” 2'/16 8a —d)(8d— a) 
Die Division der Gleichungen durcheinander liefert 
"+ayty? _ a 
ee oytyp% USW. 
Ey Yun 
149 Boy Ye 
Art +Tay + 4y = b* 
el V3a—1+YV3—a  _b Va-i+y—a, 














” VeatyatQ)  ? Veatnata) 
ee 
a +2)=b 
L. x el Vez)V*r 
v- {| a =) VF- 




















A. Einfachere Gleichungen homogenen Charakters. 2923 


Ele. 
L. 


En E yVY\ _ 
w u nn Be: 


U erere) 
eye il 5) 











Ri 2” — 20y +3yY = 3(x — y) 
2°” +0 y— P=9Ilr — y) 


L.2=-0,23, 7 
y—l$, 1; = 


a) Man dividiere die Gleichungen durcheinander, d. h. 

man eliminiere ©@— y. Aus der entstehenden Gleichung 
x” — Txcy+ 109% = 0 

folgt 

2,5. 

Y ? 

Setzt man demgemäß erstens x = 2y, zweitens = Ö5y 
in einer der gegebenen Gleichungen ein, so erhält man 
zunächst die oben angegebenen Werte für y und daraus die 
entsprechenden Werte für :. 

b) Durch Addition der beiden gegebenen Gleichungen, 
die man zuvor mit den Faktoren « und ß multipliziert hat, 
bilde man die Gleichung 


(a — 2uy +3) + BR + Ray — y?) 
= Be + IP) —y). 
Setzt man y= x, so verschwindet die rechte Seite dieser 


Gleichung, bei dieser Annahme muß aber auch die linke 
Seite den Wert Null annehmen, d. h. es muß 


200 +2ß?=0, 22 +2B=0, a=—B 
sein. Man setze demgemäß 


ae=—]1 Bp=l, 
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d.h. man ziehe die erste Gleichung von der zweiten ab, so 
findet sich 
+ 32y— A —6le—Yy) 

Ü) @- Ye +4y) = 6@—y) 

Hieraus folgt durch Zerlegung 

1. 2 —y=0O 2. 2 +4y=6. 

Diese Gleichungen sind mit einer der gegebenen zu kom- 
binieren. 

c) Man ergänze die beiden ersten Glieder in den Glei- 


chungen zu einem Produkt, das einen Faktor x — y hat. Das 
ist immer sehr leicht. Man erhält so 


Be 
(@— y)(22 +3y) + 2y° = 9@ — y) 

Durch Elimination der nicht mit dem Faktor (x — y) behafteten 
Glieder, die hier sofort durch Subtraktion der einen Gleichung 
von der anderen zu bewirken ist, gelangt man leicht zu 
einer Gleichung, in der überall der Faktor (x — y) auftritt. 
Es ist die bereits unter b) angegebene. 


Einen der drei hier angegebenen Wege wird man auch 
zweckmäßig bei den folgenden fünf Aufgaben einschlagen 
können. 


ren 
Be —ry— y’-Taty) | 
L.x<=0,53, —4 
y=0, 2, — 12. 
20° — 3xy=9I(x — 2 
u | el 
Dr 2 — UNS yd st. 


— 


2° — yP=14ı—y 
ne Ay (x — Y) 
2 —-i—yY 


L.2=0,3, 15 
A) 
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Br artnasın mern, 
22 +y9)B82+9Yy)=28(6 +) 


L..2=0(, a: = 


2, : 


15° 
Man führe die Multiplikationen links aus und verfahre 
wie in 114. 


En N: — 34) (82 + 4y) = 39 (@ — si 
8x + 2y) (42 — 3y) = 9 (a — 2y)_ 


1007 
L. x<=0, 3, — ns 
399 
ls 
re 1) 53 
Man findet zunächst 5, ne 


Die weiterhin folgenden Gleichungen haben das gemeinsam, 
daß man, um zu den Werten für x und y zu gelangen, in 
der Regel erst «+9? und xy zu bestimmen sucht. Bei 
einem Teile der Aufgaben ist einer dieser beiden Ausdrücke 
direkt gegeben, die nächste Operation besteht in der Be- 
stimmung des zweiten, in anderen Fällen hat man schon für 
die Auffindung des ersten dieser Ausdrücke gewisse Um- 
formungen nötig. 








e+y=a 
120. | 2° +y? 2 —yY 
By c+Y 





1 u Ta a 
L. 2=-(Vp-3+r +Y3b—-1—r)V 


teste, VarzıenVs— 
r=-yV906 — 1% + 4b. 


Schreibt man die zweite Gleichung in der Form: 


@—-ay+YP)a+y’=brtayty)a—y)’ 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 15 
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und setzt darin © +y?=aa, so hat man 


(a — zy)(a +22y) = b(a + zy)(a — 2xy), 
eine quadratische Gleichung für xy, welche 


a—b—i-r) 


NER BA 





liefert. Dieses Ergebnis ist mit der ersten Gleichung in der 
bekannten Weise zu kombinieren. 








Kr »—-3(V2a—b+r+YV2a+ E-n)V& 


y-;3(V2a—-b+r—V2a+b—n) er 


für r=YSa! +. 

Man befreie die erste Gleichung von ihren Nennern, 

indem man schreibt 
ala +y) -baya®+ y’)—=0, 
also vermöge der zweiten Gleichung 
a(x* + y*) = bexy. 

Die Kombination dieser Gleichung mit der ins Quadrat 
erhobenen zweiten Gleichung liefert leicht eine Gleichung 
für zY. 

Bei Anwendung der korr. Add. auf die erste Gleichung 
nimmt die Aufgabe die Form 120 an. 


@tpf=a 
122; ins 
+ yt = 2bay 








Ir «= (Va—b+r+Va+b—n) 








‚r=V2a?+b%?. 
Be 


Lösung ähnlich wie bei 121, durch Quadratur der ersten 
Gleichung und Elimination von x? + y* gelangt man zu einer 
Gleichung für xy. 
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+00 — 2ab — B2 


er ah 








we 
= 5,(Va(b - a) +Ya( + 3a)) 
= >(Va(b eg sal 


Durch Heraufmultiplikation mit den Nennern nimmt die 
erste Gleichung die Form der zweiten Gleichung in 122 an. 
Quadriert man die zweite Gleichung nach Herüberschaffung 
des Gliedes xy auf die rechte Seite, so liefert die Elimination 
von #: + y* eine Gleichung für xy. 

Man findet hier zunächst xy = b?, — a?, dies Ergebnis 
ist mit der zweiten Gleichung zu kombinieren. 


9, [Hr er -Ne@+n) 
Br ®+ay+y?=a(2a — b) 


1. 0= I(V5b + Via —3D)V2a—d 
ax „(vb —Y4a — 3b)Y2a — b 
— 5 V2a(a —b) + zV2a(a + b) 
y=5V2ala — b) — ZV2a(a + b). 
Man findet hier zunächst zy = — 2a? + 3ab — b’, — ab. 




















”+y=a? + 52? 


b dab 
Bay=a,.b, — el Vak =.) 
a?—+b 4ab 
vba, +” (1 -V1+ en] 
Durch Quadratur der ersten, zuvor mit zy multiplizierten 


Gleichung und demnächstige Kombination mit der zweiten 
152 
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Gleichung erhält man für xy eine quadratische Gleichung, 
deren beide Wurzeln das Produkt 
(a® + b2)a®b? 
CH FOL 
ergeben müssen. Die eine Wurzel ist offenbar ab, denn 
durch die Annahmen z=a,b; y=b, a wird die gegebene 
Gleichung augenscheinlich befriedigt. Der andere Wert 


für <y muß dann gleich 
_ (a+bHab 
sein. (a +5" 


®—ay+y=2a 
126. — 
(+ Yy)Yay=b | 


L.0-:(Yatr+Y&(la-r)) 
Ir ıVa+r -V-Qa—n) 


Man quadriere die untere Gleichung und eliminiere 2? + y? 
unter Multiplikation der oberen Gleichung mit xy, das Er- 
gebnis ist eine Gleichung für xy, deren Lösung mit der zweiten 
gegebenen Gleichung zur Auffindung von 2 -+y, mit der 
ersten zur Auffindung von £— y zu verbinden ist. 


0 — 2 Y—=2a 
127. | Ya | 





‚r— Var [aß 





x — ay? + yt= 2b 
Lz= -(Y5a +3r +Va—r) 
y-5(V5a+ 3r-Va-—r)|’ 


Man quadriere die erste Gleichung, nachdem man xy 
nach rechts gebracht hat, eliminiere dann aus der so erhaltenen 
Gleichung und der zweiten gegebenen Gleichung x* + y‘, das 
Ergebnis ist eine Gleichung für &y, deren Kombination mit 
der ersten Gleichung & +y und & — y liefert. 

@+ay+y= 2a 
127. 4 = “= 3 
x + xy? + y*— 4b? 

L. 2 = (V3a® —b? +V30R + @) 


> = (V Ba is Vans 


r—= YV3a? — b. 
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a) Man verfahre nach 127. 
b) Die Division der zweiten Gleichung durch die erste _ 
liefert 
ein zy-+ y? 2 4 
ferner ist 
2a +wW=3t+ayr+y)— la 2yH Y) 
2(& — y” =3(a? — ay+y%) — (a + xy + y?) usw. 


—ayrfP=d 
a 
. ra i 


By) 
ee) 


Man kann nach 127 verfahren oder die Gleichung 
@+ayty) ey ty) eyrteyry 
benutzen (vgl. 127,). 

ey ta —- ab 
Si x ft ya Be 

L..2=+a, +b, >(V4a? — Tab +40? +Yab) 


y-+b, ta, „(Vida — Tab + 40’ —Yab). 


+y+yY=a+ab+l? 
128, 2 +. + yYt=a!+ ab? ee 2 
Lxz=+a,+b, —b, —a 
y=+b, a, —a, —b. 
Verfährt man nach 127,, so erhält man leicht 


2 = 2(+a+d)+(a— 5) 

















y-2(+@+)+(@-D). 
ty + 
a-ty? a? —+b? 
Bey or ab + b2 
L1.2=+a, +b 
y-+b, +4 











>, 


129. 


230 A. Einfachere Gleichungen homogenen Charakters. 











ED, a Fast 
2.2 (V2@—ab+2B +iY2atab+ 2) VE 











v-ı(VoRZabT IB -iVart aba) Vater 


Man setze in den gegebenen Gleichungen 
+y=u + —=u 
wy=v ab= PB. 


Dann hat man 


ee 
utv=ea+Pß 
Diese Gleichungen sind nach 68 zu lösen, indem man u=«-+2 
und v=ß-—.2 setzt. Oder man dividiert die erste Gleichung 
durch die zweite und sucht — Dies liest besonders nahe, da 
U & 


man leicht einsieht, daß eine Lösung in der Form Nr 


auftreten muß. Man erhält 








PIE 

v oe: & 
uud, = Sr 
v=ß, a usw. 


Würde die zweite gegebene Gleichung lauten: 
—ay+y=a—ab+b, 
so ließe sich diese Aufgabe auf 128 reduzieren. Die Lösung 
würde dieselbe sein. 


10 
 J#t+y=2b(& +y) 
L. »— 5(VY4a—3(8 Fr) +V3b + r) 
y-5(V4a—3(+r)—V3b + r) 
r—= V2(a — 2b)? + DR, 
Dazu kommt noch £=y=0. — Man dividiere die erste 


Gleichung durch © +9, bringe xy nach rechts und quadriere, 
so findet man leicht eine Gleichung für xy. 
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ety=da 
131. av 
A 
DD — S(Vb+r+V2a—d —r) 








un de Te) 


—ı = a’— ab +b? 

Re S yry Bst | 
"—y=a—b 
L. 2— +a, —y3 
y-+5,°7°y3. 








Man verfahre wie in 37. Man findet zunächst 
20° —5ab+ 2b: 





2y= ab, BER 
oder 

Eee @ 2a —b 

TEA BET 





De ab ec Y 
153. era 
L. wie in 132. 
e—y=a 
134. |x+y_ e 
Zylairy 
V2ac—a?-+a V?ac—a?’—a 
L. OT een) N ag pa Tg 
2V2ae —a: 2Y2ac— a? 
a=40,c=145 geben = +T, +3i; y=+35, + Ti. 








Hier kommt man am einfachsten dadurch zum Ziel, daß 
man die Gleichungen durcheinander dividiert und dann korr. 
Add. anwendet: 











a 2c—a YV2ac-—a? ” 
@—y) a’c—& a hr; 
"ya 
135. | 2 +y° 
2 —y ar 
4 — 3 Aac — 3a! — 
ee Va 308 ac ng y tac a a 
2VAac — 3a: 2 Aac — 3a? 
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°—y=da 
‚s « +y@-9)- 4 
4 (Ver). 0-2 VE 


Man setze <+y=z, also 2 — y= <, so ergibt sich 2 


leicht aus der zweiten Gleichung. 








tyra 
137. | 
2y=b S 
L. en FE r=Ya? — Abt. 


Man setze entweder % -. in der ersten Gleichung und 
suche 2”; oder man erhebe die zweite Gleichung zur nten 
Potenz und suche in der bekannten Weise aus Summe und 
Produkt die Differenz x” — y”. — Noch einfacher setzt man 
x" — y"=2; dann hat man wegen der ersten Gleichung 

















1 2 VEREE VER) 
VE VE) 


r— YV(a — b)? + 4B®. 
Wie in 120 u. f. xy gesucht wurde, wenn x? + y? gegeben, 


so sucht man hier 2? + y?, da xy = b gegeben ist. Man setzt 
also x? + y? am besten gleich einer neuen Unbekannten, 


(1) @+y=g und hat zy=b. 
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Das gibt zunächst 
(2) + — 20. 
Hebt man daher in der ersten Gleichung links durch + y 
und substituiert aus (1) und (2), so geht dieselbe über in 
at X bear 
gq—b 


a+b-+r 
eat 





4, 
woraus 
g= 
Dann folgen aus (1) die Unbekannten selber. 
@+y)ary)=ary) 
139. 
ab 


2 er, 
Fer yon 
r—=Y(a — b)?’ + 8b?. | 


y# 41_ 9 1 
140. | 7 a Be 
zy=b 











L.& — (Va+25+r+ya—2b+r) ER: 
, ‚r=YVa?+ 2b, 
y-;(Va+2db+r—Va—2b+r) 
a’ y° 
ey)‘ zu 





L.2=,(Va+5b+r+Ya—3b+r) 


— (Ya+5b+r—-YVa-3bHr) 
r = Va?+ 10ab + 5b?. 














Bei den hier folgenden Aufgaben, in denen sämtlich der 
Wert von © +y gegeben ist, kann man durch Substitution 
zum Ziele kommen, indem man unter Verwendung des 


» 
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Wertes von 2-+y die eine der beiden Unbekannten mittels 
der anderen ausdrückt. Noch mehr empfiehlt es sich, zu dem 
gegebenen Werte von x + y den Wert von xy zu suchen, 
was z. B. auf dem bei 142 angegebenen Wege erreicht werden 
kann. 


aty=a 
142. Es a 


L.2 = ke a-+ a) 


ae 


Am einfachsten führt man —-y=2 als neue Unbekannte 
ein, hat also 
c<ty=4a 
| = ) d.h. 
2 —-y=2: 


a 2 UI 
0) ut yalz 


‚r—=Va*— 16b. 








Dies, in der zweiten Gleichung substituiert, gibt 


(a? — 2?)2? = 4b 


a+r 
ö -VE 
woraus sich nach (1) die Werte der Unbekannten ergeben. 


cty=4U 
3% 
143 I 


ie a var 30) 
y= ,(a-V2r — 3a) 


Setzt man hier 


r—=YV2a!+ 2b. 


Q 
E= 
Q 


Wie 


ELTERN 


so liefert die zweite Gleichung eine quadratische Gleichung für 2°. 


X — 12 
143.. R 1,3 | 
+4 y* = 3026 


L.2=17,5,6 +4Y217; y=5, 7, 6 — iV21. 


HI 
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Man setze 2=6 +3, y=6 — 2. 


ne, 
Be, 


L.2—=a,b, s(a+b+iVTa?+ 10ab + 7B°) 
y-b,a,+(a+b—iVTa®+ 10ab + 72%). 


Be, 
e+yp=b 








145*. | 





Die Substitutionen 
202 MAT 
re Te 





führen die zweite Gleichung in eine für 2? quadratische 
Form über. 


<+y=5 | 
145.. 5; = 275 


L.2=3,2, (5 +iY5l); y-23,3, (6 - iV31). 


Man setze 2 (5 +2), yv-,6-2) 


a+y=a 
146. | ı 1 1 
ET u) 











m a 
‚r=Va?+b:. 
y- (a -V(r —b)(r — 30) 


Hier wird man am einfachsten xy suchen, indem man 
die zweite Gleichung mit b?’x?y? multipliziert, die erste 
Gleichung quadriert und dann x°+ y? eliminiert, wobei sich 
eine quadratische Gleichung für xy ergibt. Man findet 
xy=b(r —b). Dann liefert die zweite Gleichung 


+ y’= (r — b)” usw. 
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sty=a+b 
147. | ı 1 1 1 
at cete 





—b : | 4ab 
L.a- a0 (14 Vır 2) 


b RER 4ab 
vb, 31 -Vı- 2) 














+ y=a-+b 
148. + y* Be) 2 
ee 
a(a + b) b(a—+b) 
m a a Sa 
Pe bar) aa+b) 


a—b’ a—b 
2 
Man findet zunächt 2 —-y=+(a—b), + ee d 
Um sich die Rechnung zu erleichtern, setzt man a+b=m, 


a—b-n, 1 —y=32, a=-(m-+n), b= (mn), 





= >-(m +2), y= > (m — 2). Da man weiß, daß = n? 
genügt, so verfährt man nach I. 105. — Oder man dividiert 


die zweite Gleichung durch das Quadrat der ersten Gleichung 


und setzt 
a? u y? in a? - b? Be 
IDEE u ab Or 








so erhält man 














u? — 4 nah Ka 
also 
wer ya ur 2. ae 
1. =, dh 
2. Ane PIE SER d.h. een — — usw 
Y ab Yy b 
a ty=U 
149. 41 4 4 
lt 64) 
A TERarrı a—b ala+b) ala—b) 











DRESDEN 220 2b 


Aaron aa) ra 
IT Ta Wa ee 
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a? 


Man findet zunächt 2 y=+b, + 7 




















150 Ds naar dB: 
—y= 
4b a—b b Me ) 
Ih Eee ZN AR a 
_ a—b a+b b Er ) 
sinn VER) 





Man 


Man hat hier zunächst x + y=2 zu bestimmen. 
findet für z die Gleichung 
nat en 


a5 383) ad 


Hieraus durch korr. Add. 











@’--a?-- 6b)” —a”) 2° —a” ae 
en ea 
Da ee el 
IR 2 a’ = Ö 2 (a2 0092 a a?—b? 
a? — 15b? 
z=+ta de usw 
a +y=u 
151. |z+y! _ay 
+ y? b 











ch 
L.® = (1 +y° a 
I „Ya —_Aab+8B 








e+ay+yP_T 
153. | -ayty 3 
x<+y=3 
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z+y° 121 
nam 
t+y=2 


Lie a Le 


i 3 
y=-1l,5, sl 


ty _ 122 
DA 
x<t+y=4 


L.2=3,1,2+-iy5 





ne 
y-1, 3, ıy 


e yt 2 





1DDaneI . 
| =-y-1 
1 17 
| 17 
x” — 2 —- 13 (2 —ı 
156. | y+y ( i 
Ty—4l2 


L.2=4A, —3, 493 46 
y—-3, A AVS—o6,: 

Wenn man die zweite Gleichung von der ersten sub- 

trahiert, erhält man 
@-W-13@-y)-12, 
d.h. eine quadratische Gleichung für © — y. Man findet 
—y=-1 22. 

Dann ist noch ©+Yy zu suchen. Indem man die zweite 
Gleichung mit 3 multipliziert und zur ersten addiert, hat man 


(@+y)’—=13(@— y) +36, 


—y=|1 t—y=12 
1.| a , 
<+y=- +1 «<+y=8Y3 


also 
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BIO F U ERTY 


157. atab+b2 a-b 
”—ay+y=a?—ab+b? 


>: a? — ab + b? 5a?+11ab+5b? 
en Vene) 


6x a?— ab-+b? 5a?— 11ab + 5b? 
al a (1 -V a_ab-+ )- 

Aus der Kombination von 2? +2y + y? und #2 — xy + 
ergibt sich (x +9)’, so daß man für + y die Gleichung 
erhält 

3(a? b—+b? 

1) 2er. @ tn) (@ -ab+B). 
Da man aus den gegebenen Gleichungen sofort ersieht, daß 
x2+y=a-+b sein kann, so muß man nach I. 105 aus (1) 
sofort erhalten 


























er a? — ab—+b? 
A Cam; 

50° — 6xy + Dy? = 29 
158. | a, | 

72°? — Say + Ty = 43 

L.x=+35, +2 
Man schreibe die gegebenen Gleichungen erstens in der 

Form 





5(x + y)? — 160y = 29 
U +9)? — 210y— 43 
und eliminiere aus beiden Gleichungen die Größe xy, man 
erhält 
+ -3 GKıy)=+5. 
Dann gebe man den Gleichungen zweitens die Form 
D(2 -- y)’ + 4ay = 29 
ec — y)” +6ay— 43 
und eliminiere ebenfalls xy, worauf man hat 
u Teer 
Nunmehr kombiniere man jeden der beiden Werte für + % 
mit jedem der beiden Werte für  — y usw. 
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ing, [192° - 202 + 19 — 91 | 
1 Be — 26249 +41? = 91(c + Y) 


5 1 
a re 
1 5 

y-2, Dr Br 


Man multipliziere die Gleichungen mit solchen Faktoren, 
daß bei ihrer Addition links (x + y)” auftritt. Als solche 
Faktoren finden sieh —15 und +38. Dann erhält man, 
wenn man durch 81 hebt, 


@+y?’—-8@+y)— 15, 
woraus sich 2 +y=5, 3 ergibt. — Zur Auffindung dieser 
Faktoren kann man zwei Wege einschlagen. 

a) Der Faktor für die erste Gleichung heiße «, der für 
die zweite v, UQann muß nach Addition der Gleichungen der 
Faktor von xy das Doppelte des Faktors von @? +y?, also 

— 26u — 260 = 2(19u + 470); d.h. — 120v = 64u, 
u:v=— 15:8 
sein. 
b) Man verfahre nach 158, indem man die gegebenen 
Gleichungen in der Form schreibt 
19 (ey 
4 (2 + y)? — 12004 = 91(& + y) 
und eliminiere die Größe xy, indem man die mit 15 multi- 
plizierte erste Gleichung von der mit 8 multiplizierten zweiten 
abzieht. 
159. [+ y? + Say — 14 = 222y= 14(# + y)] 
L. ie 5,:1,:344 
ae 

a) Man verfahre nach 158b), indem man die gegebenen 

Gleichungen in der Form 
(+ y)’ = 100y — 14 
(+ y)? = 24ay — 14(® + Y) 


schreibt und die Größe xy eliminiert. 


A. Einfachere Gleichungen homogenen Charakters. 241 


b) Die Gleichsetzung der beiden Werte für «? + y? gibt 
l4ay— 14a +y)+14=0, d.h. 
ay—-(&+y)+1=0 ode «—-1N)y—-1)=0. 

Man hat also 
1. x —-1=0 2. y—-1l1=0 
mit einer der gegebenen Gleichungen zu kombinieren. 
160. [2 + 9? = 100y — 5(& + y) = 5(ey — 1)] 
ea 5 1,2, 1 
19] 2, 
161. [2° + y? = 4a? — Tay +4 = 13(& +y)] 
ee: 0.41,4,5 
7 0.1,.419,.4. 
Die Gleichheit des ersten und des dritten Ausdrucks ergibt 
@+ty)@—ay+y)—-13(@+9Y), 
also entweder 
z+y=0 ode #—-ay+yY=13. 
Diese beiden Möglichkeiten sind mit der Gleichung 


4a? ay + Ay? = 13(@ + y) 
zu kombinieren. 
Die Verwendung von + y=0 liefert = y =. 
Die zweite Kombination ist nach 158 zu behandeln, sie 
liefert die vier übrigen Wurzeln. 
Die Aufgabe ist übrigens vom sechsten Grade, die Wurzel 
zählt, wie leicht zu sehen, doppelt. 





2 Bey 
162. 5 N 
ee ay+yP=bir—y)l 


Do, ee: 1 ı) 











2 3a 


5) Hy ei 1) 


„PBardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 16 
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Man suche links durch die Kombination der Gleichungen 
(2 — y)* herzustellen (s. 127, b)). Zu diesem Zwecke multi- 
pliziert man die zweite Gleichung mit 5 und subtrahiert von 
ihr die erste Gleichung. Das gibt 


2a W=3b@-N)—- (a W, d.h. 
1. 2 —-y=0; 2. 2(&—y)-3b— (8 y). 
Die letzte Gleichung liefert — y=r—.a. Dies ist in den 


gegebenen Gleichungen zu substituieren. Dann erhält man 
aus der Kombination der Gleichungen leicht x + y. 


@+Yy)’— ala? + y°) 

168. | ee | 
L.x<=-(1+r)(1+Yr) 
y-U4nd vn] 


r-Vı-. 
a 








Dazu kommt noch £=y=0. — Man findet, indem man 
(+ y) aus @®+y? und xy bildet, zunächst <+y=0, 
(1 +r). 

| a2 +ay =a 
1.046) ° el 7 

| x” a Pb 

> 


La-4(1 + VIZS)VAa +3) Vorl. 


V— ie Be 5) | 


Man kubiere die erste Gleichung zy(x+y)=a. Das 
gibt mit Benutzung der gegebenen Gleichungen 





(1) (I +30) = ad. 
Diese Gleichung ist quadratisch für z°y®. Man findet 
ad? a u 3) 


Diesen Wert substituiere man in der zweiten mit x°,? 
multiplizierten Gleichung, und zu der dadurch entstehenden 
Gleichung 


ty a 
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addiere ma die mit 3 multiplizierte erste gegebene Gleichung, 
dann erhält man nach Ausziehung der Kubikwurzel 





(2) 2 +y=3Via(r +3). 


Jetzt ist noch © — y zu suchen. Um direkt die oben an- 
gegebenen Formeln für die Unbekannten zu erhalten, hat 


man aus (1) und (2) mit Benutzung von Ei =r—9: 


5 Au 
xy n” b(r — 3) IB 
Fand et 


Hieraus durch korr. Add. nach 1. 18 








also wegen (2) 
(3) 0 y=4 VII Vaalr +3), 


Aus der Kombination von (2) und (3) folgen die angegebenen 
Formeln für die Unbekannten. 








eyt+ xy = ab+ ab? 


165. 1 1 1 1 
23 3% y® -— a3 3" p® 











1 3ab b 
L.2=a,b, — au en Va ı° +? 


1 ® + 3ab+b 
v-,0,-,(1-V ne) VO HP. 


Die Gleichung für «y, die wie in 164 gefunden wird, 
ist nach I. 105 leicht zu lösen, da man weiß, daß «’y’ = Sp 
genügt. Man erhält 








(a+b)ab 
 Vai+o 
was mit der ersten Gleichung zu kombinieren ist. 
Die imaginären Wurzeln, welche V(a + b)? liefert, sind 
oben nicht angegeben worden. Im ganzen treten zwölf 


Wurzelpaare auf, von denen indessen nur vier reell sind. 
162 


zy= ab, 
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+ 
= ( 

et ey 
a 
ee, 


er: a—6b-+2r 
L.2== a 3a—+ 2b er) 


seite VE) 











r= Ya? — 4ab + 82. 


Man suche zunächst z©y. Man multipliziert die beiden 
Gleichungen miteinander, hebt durch 2&+y und eliminiert 
dann überall &? + y? und «* + y* vermöge der Relation 





die man aus der zweiten Gleichung ableitet. Mit dem Werte 
von xy hat man dann auch & + y aus der zweiten Gleichung. 


"+y=ale+y)] 
167. | | 
ıy—b(a+9Y) 


De ar Ve a 








a Ve 22 ea 


Indem man das doppelte Quadrat der zweiten Gleichung 
mit der ersten Gleichung kombiniert, erhält man 


6 ml (a Var 
(2) 2+yP—= (sc +y)Va+ 208. 


Die Gleichung (1) zerfällt in 
1.2 +y=0 2.2 —-y=Va — 20. 


Diese beiden Gleichungen sind nacheinander mit der 
Gleichung (2) zu kombinieren. 
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168 RER 
Ar ya) 


2-0. +r@ZI Hy 
: 5 
y-0 a+ Va —)—-Vıl—a: 
3 2 





De ea +10 P + yf=alc-+ u 
u 22y=b(c+y) 


L. ©=0,>(b+ Ya — 20° + Ya — 30°) 
y=0,+(b+YVa— 25 — Va — 30). 


„ati e-e 
+y=b | 





L. 2-2 (+1) (a+5-1+5V (2-1)(@-5+1) 


1=3V @+)a +93 VE-1)@-3+2) 


Man schaffe aus der ersten Gleichung die Wurzel fort. 
so findet man mit Benutzung der zweiten Gleichung 





en ee 
2Y 2 
Dies, mit der zweiten Gleichung kombiniert, liefert 


(2 +)? — ab-+.a? ner ZELL a, 


a 




















. 
219 ,—b@ +9) 
1+y1—- (a-+b)* ws a, 
L. > Vor} ? y-V:H}. 


Die Division der Gleichungen durcheinander liefert eine 
Gleichung für y. 
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x” + y? —=( 
= ne 
b 2a —b 
T% Ra Be 
= vb—-YV2a—b 
BETT, 2 


Man setzt am einfachsten xy = z und sucht aus dieser 
und der ersten Gleichung x und y. Dann findet man durch 





Substitution aus der zweiten Gleichung 2 = 5 i — (durch 
Zerlegung). 
ee 
1 
173. I 
En c—1 
TEE c+1 


L.a=5,2; y=-3,5- 
Aus der zweiten Gleichung folgert man durch korr. Add. 


VAREL 
vrymalae 


Das ist in der ersten Gleichung zu substituieren. 











3 
Try“ "xy 

A und 1] 2 
DI 
2) Deo 


Aus der ersten Gleichung folgt durch korr. Add. 


x _30yr?2% 
Yy er 





Das ist in der De Gleichung zu substituieren. Dann er- 


hält man 2@y=2, 
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er er = a(a? 2 y?) — e 
"bl ty)— any. 








b BE —b I ya 
L. 20, a,°°°(1 +93), °=°(1 +93) 
b er —b Den 
y-0,5, °T°(1-:Y93), °®(-1+:Y3) 
Durch Addition und Subtraktion erhält man aus den 
gegebenen Gleichungen 
e+y—(ar+rb)(a—xy+ y°) 
E—_pP-(a-b)(e+z2y +). 
Jede dieser Gleichungen läßt sich zerlegen in zwei andere. 


Das gibt im ganzen vier Paare von Gleichungen, welche zu 
lösen sind: 


Ben, 3 
+y+yY=0| Ile y=a—b| 


2. a 











+y+yP=0 2 —-y=a-—b 
+1 y 
176. 
P—1-- —(@-y) 
= BT, en r=Vac— de. 


Veb—2ır) rn) 2 Veb— 2 


Die Gleichungen sind zu addieren. Aus der sich er- 
gebenden Gleichung folgt durch korr. Add. nach 1. 18 


© Ve—ec+Ve _ r+e 








Y Var co #vVo rc Er 
N: 
1m 5 j 
bey)" 
a Ze AL EE  ELEeR 














= 


Vıabta—b—r ; ec r ae: 
BLONDE. 
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Es ist 
aa+y—- ebay’ ry, 
also 
er x u de x 
7 x 
51); +2(ernb), 14 —bEBEZE 
&  — (a -+b) FYla+ 5b)’ — (air 
Y a—b—1 
a ie A LE ln 
a—b—1 j 
Na 20° 17 
ch (ary’—2a. + | 
bay 


u Au 


Indem man die obere Gleichung mit 11, die untere mit 
7 multipliziert und darauf beide Gleichungen addiert, erhält 
man eine homogene Gleichung, in der das von x und y 
freie Glied völlig verschwunden ist. Aus dieser folgt bei 


Division durch y? eine quadratische Gleichung für Be Man 


„r x el 
erhält ET, cu 


xy suchen. Man erhält auf diesem Wege sofort y? — 4. 


— Auch kann man nach 37a) zunächst 





BT et ay+ let y) 





2 
179. ER 
Y"-"’-—, (+t2y+P)(e+9) 
a 





r— VYa?(a— 3b) + (3a — b). 


[® — 2ıy= =) 
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Aus der ersten Gleichung läßt sich sr bestimmen; dann 


weiter nach 1 oder 2. 


181. = a) 7] 


C 


L. VER, = nn r=Y4bc+d. 








B. 
Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 


182. | ER ele | 
4ayla® + y)—=b 
L.a=1(Vr Fb 4 Ve =D) 
v-1(Vr#-1r=3) 
Indem man in der zweiten Gleichung xy nach rechts 


bringt und dann die Differenz der Quadrate der Gleichungen 
bildet, erhält man eine quadratische Gleichung fürx’y?. Sie liefert 


(1) sey=—aHtr. 
Dann ergibt die zweite Gleichung x? + y?. Besser addiert 
man (1) zum Quadrate der ersten Gleichung, so hat man 


++. 
Dies ist durch Addition und Subtraktion mit der zweiten 
Gleichung zu verbinden. Dann’erhält man 


(<+y)‘=r+b, also s+y=Vr+b 
(«—-y*!=r—b, also &—-y=YVr—b usw. 


ie u a en] 


2—p=b 


— le nn (2r—8a+bN)-+V2r + Ir Sa) 


(VB Zue RB -VerFia=® 
r an — dab? + Di. 


‚ r= Va! +b?. 
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Indem man die erste Gleichung durch x — y hebt, dann 
x°+ y? isoliert, findet man ähnlich, wie in 182, hier zunächst 


2a —b’-+r 
rel. 
Fee gr ya men]: 


Um die Unbekannten gerade in der angegebenen Form zu 
erhalten, sucht man ihre Summe und ihre Differenz, setzt 
also cty=uwx%—y=v, also 2 = —(u+0), y- (u). 
Dadurch gehen die gegebenen Gleichungen über in 
Bi - = —- 16a+ Se 
uv—=b at 
Die erste Gleichung ist mit «* zu multiplizieren und b* für 


utv* zu setzen. Das gibt u* usw. — Für a= — 735, b=16 
werden die reellen Wurzeln = +5, y=-+3. 


eo — yY = azxy 
184. | ERS UNTEN a 
ev) 





DER  -- 
L.a—=0,2(VB-a+r +VAta— Var 


1 = Sa 
y—-0,z(VY4b—-a+r—VYAb+a—rı)V 


r — Va? + 1622. 





Aus der Multiplikation der Gleichungen ergibt sich 
(1) abay—(a ty); 


aus der Division 
@—- = zauyla® + y®), d.h. 
(2) (+ 9? Ay? - Zayla? + WP). 


Aus den Gleichungen (1) und (2) findet man x?” + y?, wenn 
man &%y eliminiert, und umgekehrt. Man erhält nämlich 


+ y-z VB) 2a. 
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Ne 

185, SS 
3 _ 
+ 








1 b-{r 1b—r 

L.0-4( 2a +YV 6a ) 
_ 1/(1/6-+r Td—r\|’ 

v-4( Ey 6a ) 


Man kubiere die erste Gleichung, so erhält man mit 
Benutzung der zweiten Gleichung 


r = YV12a! + B®. 





Barry +bay= a, 


woraus xy zu finden ist. 





a? y? 
X — 
8 
e+y=b 








1 Fun nf r+ 34 
L. x = I(Vr+3a+yr—Ba)/ 


il en rn “| 
>(Vr+ 3a—Vr—Ba)y 38 
Die Auflösung geschieht in ähnlicher Weise wie bei 
der vorhergehenden Aufgabe. Man findet zunächst 


SER St 
xy A usw. 


‚r=V9a?+4ab. 














2 
a u] Zr 
1 r—5a\3 (r + 3a)? 
Lo-4(14 =) 8a? 


‚r=YV9a?+ 4ab. 








1 r—5a\3 (r + 3a)? 
y-4(1 -VZ#:) sa 
ya +y)—a 
[ren] 
ya + Y‘) 
a+V2r — 3a? _4—YV2r— 3a? 
Van) $ Vı@a®—n) 
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Am einfachsten erhebt man 2 + y zur vierten Potenz. 
Nach I. 376 b) hat man 


+y=ar+y + say + y)’— 28. 
Hierin sind die Werte für <+y und x°+y* aus den ge- 


gebenen Gleichungen zu substituieren, dadurch erhält man 
eine quadratische Gleichung für x°y? und 


1/20. —r 
IYy= er 


Hierbei ist r negativ genommen, damit in der Lösung kein 
Radıkand in negativer Form erscheint. 


EL 
x + 
189, a; 


e+ypP=b 


a VE 


AV yER 
Nach I. 376 hat man 
try’ aryP+set may set N)ary 
Setzt man hierin für ©+y und z°+ y? die Werte aus den 


gegebenen Gleichungen, so erhält man eine Gleichung für 
xy, die man, um die einfachsten Formeln für die Unbekannten 








‚r=YVda?’+ 4ab. 





zu erhalten, als Gleichung für = schreibt, nämlich 


a? 5a? 
ey)” (ey) 


5 — 
H r-+5a 
u EB a 
cYy 24 


=b— 5a 








a 

X en 

10 
+ yP=bry 





Le eren | 
2V4A(r 5 
Sr | r—VBar+ Lab. 





Vr +5a —YVr—3a 
Var + + 5a) 


Mi 
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ay(c+Yy)= | 
191. , ER, 


ee a+YV2r—a!: 
ar) yE® 
I i 


a— Var —u? 
Vaa®—n) 
1 Bw, 
ey t ap apty=b 
1 ee Fe ha 
2VYr—a—b 2VYr—a—b 
r = V5a?— 6bab + 5a?. 


Durch Addition und Subtraktion ergeben sich die Glei- 
chungen 





y- 


? 





gu ey-+ 1 —(a — b) 


9 1 
eya+y)—= za —b). 
Hieraus findet man 


a—b 
eg N 


Verfährt man wie in 182 oder 183, so erhält man 


4 
ee u] N, 


Die Gleichungen lassen sich auch in die Form bringen: 


7 —A 


ey — re Vr aa u a-ıgy? 














Baum EG 
DU Yen, 
2—y 
x” + y° RR 
c+y 


Tan E: xy ey? + xy® = Y— 4 
et ey + way y+ un b 


‘Y „—_ Vr=2b+ Ver ; _ Vr— 2b — V2a?—r 
2Yalr — a: = 2Yalr —a® —p) 


r — V5at— 6a?b + 502. 








? 








254 B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 


Dividiert man die zweite Gleichung durch die erste, so 
erhält man eine Aufgabe von der Form 192. 


‚, [e+y'=al”+y) 
EG x “+ y=b(a? a 


-0,>-(Vr=a+YTa+4b— Br) 
U, —(Yr -  VTae 


Man suche zwei Faktoren von der Art, daß nach 
Addition der mit diesen Faktoren multiplizierten Gleichungen 
überall der Faktor x? + y? auftritt. Am einfachsten zu diesem 
Ziele führt ein dem in 158, b) angegebenen Wege entsprechen- 
des Verfahren. Schreibt man die gegebenen Gleichungen in 
der Form 


1 5% y)? + Bay + y) +4? = ala? + ” 
( ) (x + y) — en b(2° + y?) y 


so sieht man, daß man die mit 2 multiplizierte untere 
Gleichung zu der oberen zu addieren hat, um die störenden 
Glieder zu entfernen. Man erhält 


(+ 9) {3 + 9%) +4ay) = (@+ Y) (a + 20) 


und hieraus entweder 


Irrrater b). 


+y=(0 
B+y)+4ay=a-+ 2b). 


Die Kombination dieser Gleichungen mit einer der in 
(1) angegebenen Gleichungen liefert Werte für xy, bzw. für 
x? -+ y? und dadurch die Schlußwerte für «, y. 


5 A 
; Brenn 


L.2=-(Vda—b+3r+Y3b—n) 
— (Vda—b+3r — V3b—n) 


Man addiere die beiden Gleichungen, so kann man durch 
(2 -+ Y)? heben und erhält #2 — ay+ yY=a-+ 2b. 


oder 





‚r= V2a? + b2. 
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era | @+y"=ale— 2y +) | 
 Layla® + y) = bla — ay ty”) 


L. 2» = (Ya + 3r +Y3a — 24b + r) 
y-,(Ya+ 3r -V3a—24b+r) 


Hier kommt man zunächst auf & — 4ay+ YP =a— 9b. 
— Setzt man in den für die Unbekannten gefundenen Formeln 





‚r=Va?—Sab. 








Ah er, so erhält man 
= ; (1 +YZ)Va + Br 
Yy -1(1 — Vi. + är 




















rm er] 
Beyer y)' 
L. 2-3 YV10a— 146 +5r +Y2b—r 
y=;V10a— 146 +5r—V2b—r 
r = Vda? — 12ab + 8%. 
+ y —Y c+y 2 —y + ey) 
en eiter)n a 
198. en . = 
ae EN re | 
A —y ty b | 
3ayb V3ab(4r — 5a) 3 
L. I 9na—n)’ IT ee r= Va? + 3ab?. 


Dividiert man die erste Gleichung durch das Quadrat 
der zweiten Gleichung, so erhält man eine Gleichung, aus 


der man I finden kann. Sie liefert 


Yy a, 2 
a 3a 


her a] 
| Bere l)lg 5,6 
De 211 7V2 
1,21 409. 
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Wenn man in der ersten Gleichung nach der Ent- 
wickelung © + y und @°+ y? durch xy mit Hilfe der zweiten 
Gleichung ausdrückt, erhält man eine quadratische Gleichung 
für xy. 

a 
ct+y=5 
L- x 3,2,5.(5 +y105) 
1 ee 
Ye 2, 5, >(d +Y105). 


+y=-dD(e—y 

Te N GE 

L.xz<=0, —1,5, +8 

y=(0, —1l 1, —4 

Die aus der Subtraktion der Gleichungen entstehende 

Gleichung läßt sich zerlegen in 
1.2 — y=0 2.2+9y—1=3. 

202. [X +y=s+yYP=al 


L Ve EN a3 


 —1+Y4a+1 1—Y4a—3 
— ; 


200. j 








Yy ? 2 
203. [+ y-c+pP-al@+y)] 
0, 20 


1—V4a—3 


y=0,2a—1, 5 


204. +y-a+ Pay] 


3 3 E 
a 
3 1 3 
iin Mr 


205. [? +y=xc+yV = n (2? + y?)] 


BE WE 
RE DE or 
a 

Y 0, 8? 4? Us 
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3 3 ,,8 LT 
906, ref ty 
x+tay+y=9 


L.2=2=2,1,1+1iYV2 
me 2, 1 —iV2. 
Aus der Formel für den Kubus eines Binoms 
@tW=-aty+3ayle + Yy) 


folgt durch Elimination von 2-+y und @=°+y? mit Hilfe 
der gegebenen Gleichungen eine Gleichung für xy. Diese 
liefert &y—= 2, 3. — Übrigens ist diese Aufgabe nicht von 
der Aufgabe 199 verschieden. Diese Gleichungen lassen sich 
auf die dort angegebene Form bringen, und umgekehrt. 


x 4,4 “da 
# | ++ y | 
rl 


Anja, 3 ji EI RE EEET 
L.2-=1, = a 1. 


Die zweite Gleichung läßt sich zerlegen in 
iz, KU 2.y—1=0. 





Diese Gleichungen sind einzeln mit der ersten Gleichung zu 
kombinieren. 


a 
208. | “ 4 


z—ac+ta=]| 





mg 
\ 1 
209 e-57>9-2-. 
De, bett 
- 
au IT; 
210. N 
. ee 
ba? + c& EL 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 17 
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Man hat aus der ersten Gleichung 


ac+1 


ax—1 





y- 


Dies ist in der zweiten Gleichung zu substituieren, dann 
kann man x bestimmen. 


@+aytyP=(a+b)(e+y)] 
2 —ay+yP?=(a-b)(@—y)! 
Ders); a—Vab:, y-=0, b—Varb. 


Die Division der Gleichungen durcheinander ergibt leicht 
das Verhältnis der Unbekannten. 


211. 


x +Yay+y=(a— Da 


»—Vay+y=a+b 
L.5=0,a+Yab; 4-0, b+YVab: 
2tx 2 _. ug? 

912 | ap 
z—-YVayty-=b] 
L. = (a? + 5 + Y10a?b? — 30° — 36°) 


212. 





2 — (a +? — Y1Oab? — Bat — 38), 


Durch die Substitution Ye —= u, Yy= v nimmt die Auf- 
gabe die Form 127, an. 


LEN: = 
"3 +yYP=(a—b)e 


L.1.2=-(a-b+Yab—-Vodb) 2.20 
- ,Va+YV})Ve VB) y—0 
— (a +b—Va?b -V aß?) 
14-1) Ye VB), 
Man multipliziere die erste Gleichung mit x, die zweite 
mit y, so erhält man durch Addition und Subtraktion 
% ann 
(8 — y)’ = 2bay 


el un En 
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Diese Gleichungen sind durcheinander zu dividieren, dann ist 
die Kubikwurzel zu ziehen usw. 


a 

Ve arr 
214: r 
RN 1 MET 

VE Vi -Yarlmıva- 


L. 2 = 4 — at 
Bar” Var 








Sondert man links Yxy aus und bringt die Nenner von 
rechts nach links, so erhält man 


he B= y)Vey = a+ | 
@—yY)Yay-a—b 


Daraus läßt sıch leicht Fr bestimmen. 
4 3 2,2 3 A EN 
Dry Ey Ley rY RR 


215. 7 
ee +ay+ ey + xy eu 


L. Beer Y ee 





eh, 














Bay 
eur vonn 

216. Me 
ala +) = 


DL. e=YVa, y-yb. 
Durch Addition und Subtraktion der beiden Gleichungen 
kommt man leicht auf 


x? — FEN 
a+p=atb 


8 e ze? au xy* = xy? .- y° Ber > 





217. 





Day any key ty —- 


Were e Vrze) 
1 ee y- SE 





192 
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Man bringe die Gleichungen durch Multiplikation mit 
x’ — y? und x — y in die Form: 


0 0 = a? 
| e—y—b | | 
Nun dividiere man die erste Gleichung durch die 
zweite usw. 


En E + Va +Yy) +VeyP = (a+b) (Ve Fo 
|e-nWs-Vn + Var = @ na Van 
L.2=0, a—- Ya; y—0, b— Ya2b®. 
Man multipliziere die erste Gleichung mit Y x — Yy, die 


zweite mit V x +Yy. Bei Auflösung der Klammern erhält 
man leicht 


year a 
Vo 0-2 Va Vin 

Die Division dieser Gleichungen durcheinander liefert leicht 
den Quotienten 


try )aity)=a—b 
L.a=Va:VVa-Vb, y=Vb-VVa-V. 


Die Division der Gleichungen durcheinander führt leicht 
auf den Quotienten der Unbekannten. 


300 [e+W@ +9) +@-W@- 1) 2a 
£+y=b 


1 > 1 og 
1? x— z(b 290° p)% y-5(b - ya 


2. | + (+) en) | 


Hierbei sind die imaginären Werte von Va° nicht 
berücksichtigt worden. — Aus der ersten Gleichung findet 
man @+y?=a. Das ist mit der zweiten Gleichung zu 
kombinieren. 
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Ve —yY 
221. 
z xy-+1 
u = ( 
UNE 
L.x2- r, en! T 








Aus der ersten Gleichung folgt 





Ver-L, y- +2). 
_ Dies ist in die zweite Gleichung einzusetzen. Dann findet man 


yo 
also 


V:-vr, Ven-!+4 u. 


VEHVE-.-, 








= ‚Veyti_ 
yyay-ıı 
Ba ta Vatı k 
ee Va, Be 17 
VErVEne 
223 


= zy—YVay+i 
Y ay+yay+ı 


Fi VE 
1er VERR 1 Ver r - VE 








Ey! 
Man hat aus der ersten Gleichung 

EEUU AR, 
2—_y —Vay, 

also 
x _Vay+1 
4 et 

Dies ist für die zweite Gleichung zu benutzen, man erhält 

ayVay+i 





e — a, also Yey=r usw. 
zyYay—1 
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Yy % 
224. Be a en ee] 
Yen Fey Buy 








Tr. a Fi latr), y- Verla) —r),r=Var—1. 


Man folgert aus der ersten Gleichung 








ty? 1 
u 
also 
x 1+2%Y 
u 


, . i - { 
Eliminiertt man mittels dieses Wertes —, aus der zweiten 


Gleichung, so erhält man 





also 


y= ya — usw. 
[VEHWEre 


x Aayyay—i 




















vayyaydı — 
1% ee 
Ze Fa a 
. B(a—l1 2Vba?—6 5 
229 mat men: a+ 
. u—1yu 


Man setze auf Grund der ersten Gleichung statt Yıy 
in der zweiten Gleichung m Dadurch findet sich 


br +102’yi+Yt 
SF Day 


6-0), —- 10a 1) on 


EN %C ;E 
a y: —Yu usw. 
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N! 
Vl-xz+YV1-y=b 
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eve) 
m -V1-%) | 


u=2a—b?+2Va?+b?—ab? 


Wenn man aus der zweiten Gleichung die Wurzel fort- 
schafft und die erste Gleichung benutzt, erhält man leicht 
quadratische Gleichungen für © -+y und xy. Diese liefern 


c<+y=u, also xy = au. 
Daraus sind die Unbekannten selber hinzuschreiben. 


En "a —y)+Yy(l — x) = i 


sty=b 
L <= ı(b+ ar) 
By 2 Ve 
N für.r= Fr; 
47 
4 ,(b —ar) 





Am einfachsten sucht man zunächst 
= =D) * 


2 





x—y=ar, oder 4ıy= 














—(A 
” se, 
228. 
V»(1-%) X +yyA-W-b 
1 ü  Va-ı? +b 
== a (a = br) 
Man suche zunächst das Produkt 

(a? + b?— a)? 

Ay STE 


Dies, mit der ersten Gleichung kombiniert, 


£—y=br usw. 


1.2 | a 

209. V3-2+!8-V3-y+1p%=3 
z+y=4 
ee 1303: 








liefert 
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230. [Y5-32 +? +y5-3y+yP=2(c+Yy)—6] 
L.«=4 —-1; y=-1lL 4 


931. re ; 
a 
2 4a +b+d—e 
a ——ul& 
r-YV 3C 


= = (e +r)? — a 
Man suche zunächst die Differenz der Kubikwurzeln, 


deren Summe gegeben ist. Zu dem Zwecke setzt man 
V a erh y=#. 

Dies, mit der ersten Gleichung kombiniert, liefert 

(1) VYara-°° Vb+a=°. 


Diese Gleichungen, kubiert und addiert, geben mit Benutzung, 
der zweiten Gleichung z=r. Dann folgen aus (1) die Un- 
bekannten selber in der angegebenen Form. — Man kann 
auch die erste Gleichung nach 1. 67 kubieren und erhält sofort 


d+3cV(a+2)(b-+y)=e, d.h. 
—d 
(+)6+W-() 
was mit der zweiten Gleichung zu kombinieren ist. 
BR BE ee = 
” 


+ y—= 444 | 
L.2=333, 115; y=111, 329. 


SVrRRSTRaNT ZZ TE Fe 
231, Mike =} 
£—y=18 
L. 035, ee ae 


ety=u 
SE 8% Prem 


L.«= =(a—b+c+ 








= (nd) 

















nV (a+b+ 093 
I Ba LoeNsH 





= (a+b-c—n] 
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In der zweiten Gleichung kommen b+ x und e-+y vor. 
Aus der ersten Gleichung hat man aber 


(1) b+2)+(l+y)=atb+te. 
Man wird daher zunächst suchen 
(2) b+2)—(c+yJ)=2. 


Aus (1) und (2) folgt, wenn der Kürze wegen atb+c=m 
gesetzt wird, 


(2) b+:= 


m Na 


Z 
2 Arad ern =: 








Dies ist in der zweiten Gleichung zu substituieren, so erhält 
man 2=r. Dann folgen aus (3) die Unbekannten selber. — 
Man kann auch (b+x)+(c+y)=m nach I. 67 kubieren 
und erhält sofort 


d+3mb+x)(c+y)= m, 


was mit der ersten Gleichung zu kombinieren ist. 


<+ty=1l 
ER 2+2’ +6 7312 
@+e’+06+9) 


Burn. year, 


—y=-I 
2 | EA yH2— 127 


ee 


By 3 
+ Y 
233. 
L 




















ern Ver 
A 4 (1 mise N) 
r =V8a? — Sab +. 
a) Wollte man direkt eine der Unbekannten suchen, 
indem man die andere eliminiert, so würde man eine Gleichung 
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des vierten Grades“) erhalten, die, abgesehen von dem Um- 
ständlichen einer solchen Elimination, unangenehmer zu lösen 
wäre, als die gegebenen Gleichungen selber. Man führt 
daher einen geeigneten Ausdruck von &% und y als neue 
Unbekannte ein, um diese zunächst zu bestimmen und mit 
ihrer Hilfe die ursprünglichen Unbekannten x und y. Ge- 
eignet ist ein solcher Ausdruck dann, wenn sich mittels 
desselben einerseits alle in den Gleichungen vorkommenden 
andern Ausdrücke von x und y, und andrerseits die ursprüng- 
lichen Unbekannten x und y selbst leicht darstellen lassen. 
— Wegen der ersten Gleichung wären folgende Substitutionen 
die nächst liegenden | 

1.2 +y=2 

2. Yy—z 

220 
3. — in = 
2 2 

1 IE — 
In jedem Falle erhält man für die neue Unbekannte 2 eine 
quadratische Gleichung, und in jedem Falle lassen sich auch 
x und y selber leicht bestimmen, wenn z gefunden ist. Der 
Anfänger wird also nicht leicht fehlgreifen können. — Nimmt 
man beispielshalber die dritte Substitution 


Ü) Ber 





2 


EI 2% 
so gibt diese, mit der ersten gegebenen Gleichung kombiniert, 
(2) s+ty=4a4+32 
(3) + yP—alat2) 
(4) 27y=2(a + 2). 


Hieraus sind jetzt die Ausdrücke «+ y*! und @&#+y? zu 
bilden, um unter Benutzung der zweiten Gleichung z zu be- 
stimmen. Man findet 


aryf= (a? — 52°)(a +2)? 


Er (a _ 52) (a + 2). 
”) 20% — 2(2a + b)a? + (2a? + 3ab +bY)x"+ abla— 3b)x 4 
a’(a?+4ab+3b°) = 0. 
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Dies, in die zweite Gleichung eingesetzt, liefert 
2a? — 2? 
Baer b 
b—r 
(5) are 
Die Größe r ist natürlich doppeldeutig, hier ist ihr das ne- 
gative Zeichen gegeben worden, um die Identität mit den 








folgenden Formeln herzustellen. — Jetzt sind noch x und y 
durch z auszudrücken. Aus (2), (3) und (4) folgt 
cs+y=4-+32 





x — y=Y(a+2)(a— 2) 
Mithin hat man für die Unbekannten, ausgedrückt durch z 


a 14 VA 
Ko = (1 + VE ) 

4 5 A 
y Sale - VI). 

Setzt man hierin für z den in (5) gefundenen Wert, so erhält 
man die oben für die Unbekannten angegebenen Formeln. 

Ganz ähnlich würde man bei den andern Substitutionen 
zu verfahren haben. Man hat erstens die neue Unbekannte 
zu suchen, indem man die ursprünglichen eliminiert, und 
zweitens die ursprünglichen Unbekannten durch die neuen 
auszudrücken. Dabei können freilich schließlich, je nachdem 
man diesen oder jenen Weg einschlägt, diesen oder jenen 
Ausdruck von x oder y als neue a einführt, die 
Lösungen in verschiedenen Formen erscheinen. Diese müssen 
jedoch alle identisch sein, wenn auch die Identität nicht 
immer auf den ersten Blick ersichtlich ist. Bei numerischen 
Gleichungen freilich kann von einer besonderen Form der 
Lösung nicht die Rede sein. 

b) Ein allgemeinerer Weg, auf dem sich zugleich alle 
möglichen Darstellungen von x und y leicht ergeben, ist 
der folgende. Man sucht durch Kombination der beiden 
gegebenen Gleichungen auf eine neue Gleichung zu kommen 
von der Form 


(7) matt nz’y+px’y? +nxy’ + my‘ a 


me +Hnaytpaey+nay my bb 








(6) 
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(vgl. 1.406. c)). Bringt man diese Gleichung, nachdem sie von 
ihren Nennern befreit ist, auf Null, so nimmt sie die Form an 


(8) Ax* + Ba?dy + Cy? + Bay? + Ay —=0, 


ist also eine in bezug auf x und y symmetrische, homogene 
Gleichung des vierten Grades (s. I. 394b)). Aus einer solchen 
Gleichung läßt sich das Verhältnis der Unbekannten leicht 
und auf demselben Wege bestimmen, auf dem oben in den 
Aufgaben I. 394 u. f. x gefunden wurde. Man kann entweder 


De 
(9) PEN 
setzen und dies zunächst bestimmen, oder auch 
Kr Im 
(10) Ernie 


In der Regel wird man wohl « schneller finden als t. Aus (9) 
hat man 
x t+1 
(11) y ITnr2 3% 
wird mithin setzen können 


(12) z=4l +1) y-Alt-—]). 


Die Gleichung (8) geht daher, wenn man die Glieder mit 
gleichen Koeffizienten zusammenzieht, über in 


2AH+6°+1)+2Bt —- 1)+C#P—- 1-0 
24A+2B+ 0 +2(4A- (0)? +24A—-2B+(0=0. 
Diese Gleichung liefert ?, also wegen (11) auch m Wie 


dann weiter zu verfahren ist, ist schon mehrfach gezeigt. 


Will man nach (10) zunächst « suchen, so schreibt man 
(8) in dieser Weise 


Aa? + y)? + Bay(a® + 9?) + (O- 2A) ayP = 0 
und erhält für « die Gleichung 
(13) AW + Bu+0—24=0. 


Diese Gleichung gibt u. Dann folgt aus (10) nach I. 18 
durch korr. Add. 
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u—2 














x _ Yuat2+YVu—2, 
a) RE Va 


Auch in diesem Falle kommt man auf Et und dann auf 7% 





Bei den meisten Gleichungen wird man jedoch nicht 
erst die Gleichung (8) zu entwickeln haben, sondern kann 
die Größe ? oder u direkt einsetzen. 

c) Für die in 233 gegebenen Gleichungen ist also zu- 
nächst die der Gleichung (7) entsprechende Gleichung zu 
suchen. Man dividiert die gegebenen Gleichungen durchein- 
ander und erhält 

tryM)a—ay+y) _ a 
(16) gr Zi 
Wegen (11) oder (12) ergibt sich hieraus für t die Gleichung 
HH +3) _ a 














Pro b 
(16,) (a — b)H +2Ba — 2b)? +(a—30)—=0 
gr Ihr 30—a 
a Ve 





für r = YS8a? — Sab + b? 


(vgl. I. 394). — Will man zunächst u nach (10) bestimmen, 
so ist der Ausdruck links in (16) so umzuformen, daß nur 
x? + y? und xy vorkommen. Setzt man dann "+ y=.zy-u, 
so hebt sich xy überall heraus. Hier hat man 
ra ry—ay) _ a 
ua N SD 
uuw—1) a 
WERE D 
(w(b—a) -bu+2a—=0 
I ER RT, 
“"2b—a) b—r' 








u 
Also nach (10) 
ala a a 2a 


a 














210 B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 


Daher durch korr. Add. und wegen (9) 


—4a+5b-+r 2a+b—r 
(18) = V at ne - VE 
d) In (17) und (18) sind vier Darstellungen für t ge- 
funden. Naah dem KS. (s. I. 19) lassen sich aus zwei der- 
selben auch die beiden andern ableiten. So folgen nach dem 
KS. durch Addition und Subtraktion aus den Darstellungen 
in (17) diejenigen in (18). In derselben Weise folgen aus 
den Darstellungen in (18) diejenigen in (17). 
Aus den Darstellungen in (17) und (18) ergeben sich 
durch Anwendung des KS. (nach I. 19) die allgemeinen 


Darstellungen 




















ne IE 3a + 2b)m + (3b — a)m, 
und 





5b—A4a+r)n+(2a+b—r)n, 
(da—3b + r)n + (a —b-+r)n, ’ 

in denen m, m,, n und n, beliebige Werte haben können 
(vgl. 1. 394, 17, und 17,). Es gibt daher für # unend- 
lich viel Darstellungen von derselben Einfachheit 
(vgl. 1.394 d)). 

Es knüpft sich hieran die Frage: Welche Bedeutung 
oder besondere Eigenschaft hat jede Darstellung 
von ?? 

Die Darstellungen von 





oz 


t oder ?43 
c—y 
sind zwar gefunden aus der Gleichung (16); die folgenden 
Auseinandersetzungen gelten jedoch ganz allgemein, als wenn 
t aus der allgemeinen Gleichung (7) abgeleitet wäre. 


Vermöge des Wertes von ? kennt man das Verhältnis 


rn 

y t—1’ 
hat also in einer der gegebenen Gleichungen zu setzen 
(19) x=A(t+1) y=4(t—]) 


und A zu bestimmen, damit sind dann auch x und y gefunden. 
Es sei die eine der gegebenen Gleichungen 


(20) w—y=ec. 
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Dann wird man für £ diejenige Formel zu nehmen haben, 
die bei der Substitution von (19) für A einen möglichst ein- 
fachen Ausdruck ergibt; denn so werden auch die Ausdrücke 
für © und y möglichst einfach sein. Einfach stellt sich 
aber der Ausdruck für A besonders dann dar, wenn er keine 
Wurzel im Nenner, also zunächst kein r im Nenner enthält. 
Aus (19) und (20) folgt 
C 
re 2I=6, ee: 


2 = (+ 1) y-,(+ 1). 


Man hat daher, um das r im Nenner zu vermeiden, wenn 
die Gleichung (20) gegeben, d. h. wenn 2 — y bekannt ist, 
für t die erste Formel in (17) zu nehmen, 


(21) oc n.. 
Dann wird für (20) 
o-5( re lferien), yv-3( Ba ]), 


a—b a—b 

















Würde eine der gegebenen Gleichungen 
(22) s+y=c 
sein, so hätte man aus demselben Grunde für t die zweite 
Formel in (17) zu wählen, 


er 
(23) nor 


und würde erhalten 


VER), 1-40-V5) 
Wenn eine der gegebenen Gleichungen 
(24) ”+ypP=c 
wäre, so hätte man für {, um für A und somit auch für x 


und % möglichst einfache Ausdrücke zu erhalten, die zweite 
Formel in (18) zu nehmen, 


2a+tb—r 
2) 1 VarIZT, 
also zu setzen 
z=A(Y2a+b—r+V2a—b+r) 
y=-AlVY2atb—r—- Y2a—-b+r). 
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Dann würde aus (24) folgen 
EA 
ir +V& ? 


so daß also A kein r enthält, und es würde sein 


| ne ee en En 
X —— (V2a + b—-r+YV2a—b nV usw. 
Ganz ebenso würde, wenn 
(26) IN 


eine der gegebenen Gleichungen wäre, für t die erste Formel 
in (18), 

—4a+5b+r 
(27) A Aa abe 








zu nehmen sein, um dieselbe Einfachheit für A und somit 
auch für & und y zu erzielen. 

Zur leichteren Orientierung und Übersicht sollen die 
verschiedenen Ausdrucksformen für t durch Indizes gekenn- 
zeichnet werden: 


t t te t 


2—y x+Yy x +y? xy° 


Der angegebenen Bedeutung zufolge wird man daher zweck- 
mäßig als Bezeichnung setzen: 








23) 4, Ve ET nach (SO 





3b — 
IM Van ra). 





Pe, 
(30) Zu y” -V: + b = ”„ (24) „ (25) 





(31) } 2. ee ; (26) 


=Y 4a—3b-+r „ (27). 


Die erste Formel (28) für 77 ist also deshalb 


mit ,_, bezeichnet worden, weil sie für die Gleichung 
x —y=c die Unbekannten x und y in Ausdrücken liefert, 
die kein r im Nenner enthalten usw. 


B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 273 


Daß der Index sich nur auf die Form bezieht und nicht 
auf den Wert, ist nach dem ÖObigen von selbst einleuchtend. 
Alle # sind dem Werte nach einander gleich, also 


e) Über den Zusammenhang der ? untereinander läßt 
sich folgendes bemerken. Es werde gesetzt: 


-V2 4u-V3 
u A HEIL BE 

e D 
buy = We ey Vr 


indem nach (28) bis (31) die Gleichungen gelten: 
A=--3a+?2b+r A=a-—b 


(32) 


5% B=-3b—a B=-3a—-2b-+r 
er O=—-4a+5b-+r OC=4a—b-+r. 
D=2a+b—r D’=2a—-b+Hr. 


Dann stellt sich der Zusammenhang. der Formeln für it so dar: 
E“ ‚VB- Ben = e 
fe Vz- A’ = = = 


= V>- 7 = Sn 
und allgemein 


® 28 D-+y(C 
(35) RR, -V,35 
Pa REN BTEITNA,, 
BB +) B’— PNA 
Die Beweise für die ersten vier Formeln liegen auf der 
Hand. Die in (35) gegebene allgemeine Bezeichnung wird 
als zutreffend daran erkannt werden, daß sie, wenn die 
Gleichung 
(36) Be+rya+ By= ec 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 18 





(34) 
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gilt, für A kein r im Nenner gibt. Man hat nach (35) zu 


setzen 
x = A(V2ßD+Yy0+Y2ßD +yC') 
y= ı(V2BßD +Y0— V2BD’+ YO"). 
Hieraus folgt 
2 + = 22[4B(D + D) + 2y(C+ ON] 
xy=#[2BD—-D)+ »lC— ON) 
mithin wegen (36) 
c=4?[4ß?(D+D)+2ßr(C+D+0'—- DI) +Y(0—- ON]. 
Nun enthalten, wie aus (33) folgt, die Aggregate 
D+D' ÖO+D 0 — D' 0—0' 
kein r, es kann also auch A? kein r enthalten. Damit hat 
die in (35) gegebene Bezeichnung ihre gehörige Begründung 
erhalten. Daß die in (34) und (35) gegebenen Formeln sich 
gegenseitig bedingen, folgt sofort nach dem Korrespondenz- 
satz. (I. 19). 

Für die oben angegebene Gleichung (16) findet man 
daher nach den gemachten KErörterungen noch weitere 
Formeln, z. B. nach (35) mit Benutzung von (28) bis (33) 
die folgenden: 


En SB 
ca ray re =-Vornt 


-V 7b—r 
ff 8Sa—5b-3r 





























| 2D—-G Pr: 
(88) ta = Vera - Verse 
u 
2 b-+r 
3D—(Ü 2A—B 
Eu han = Van - Ver 
u 
EB a-+tr 
AD +30 7B_-A 
A) her Vanrse VıBRZR 
—4a+19d —r 


20a — 135-4 7r 
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Man kann sich leicht überzeugen, daß diese Formeln 
für £, wenn man sie unter den Voraussetzungen 


@+ay+yV=c 


@—ayty?=c usw. 


benutzt, ein A liefern, welches kein r enthält. 

Alles, was hier über die Herleitung der verschiedenen 
t auseinander gesagt und für spezielle Fälle ausgeführt ist, 
hat zur Voraussetzung, daß r in {, „ und in Z,,,, wie in 
den Nennern von £,, und f,.,, dasselbe Zeichen hat; ent- 
gegengesetztenfalls muß bei der Kombination der betreffenden 
Darstellungen von ? statt der Addition eine Subtraktion und 
statt der Subtraktion eine Addition eintreten. 

Für die Formeln (28) bis (31), (37) bis (40) ist noch 


zu bemerken, daß 


t,_, kein r im Nenner enthält, 
b,+, kein r im Zähler, 
t,, im Zähler + r, im Nenner ebenfalls + r, 
bey, im Zähler +r, im Nenner + r, 

h D>yzy+y; Im Zähler + r, im Nenner + 3r, 
b>_2yry Im Nenner +r, im Zähler + 3r 


USW. 


Daß statt r auch ein Vielfaches von r stehen kann, ist 
natürlich; doch das Verhältnis der Koeffizienten und Zeichen 
von r für die Zähler und Nenner der verschiedenen hier an- 
gegebenen ?t bleibt dasselbe. 

f) Eine zweite Frage, die uns hier entgegentritt, ist die, 
wie man eine der gegebenen Formeln für t direkt 
findet, wenn man gerade nur diese eine gebrauchen will; 
welchen Ausdruck von & und y muß man zu diesem 


Zwecke zunächst suchen? 
Um Ly#,y2y4+7a,7; direkt zu erhalten, hat man zunächst 


zu suchen und als neue Unbekannte einzuführen 


an +sdaytuy” _ 
Pe? +yey+ Py° 





u, 


1RS 
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wo der Nenner gleich dem Index von ? ist, der Zähler ein 
beliebiger homogener, symmetrischer Ausdruck des zweiten 
Grades von & und y. Am einfachsten wird man daher zunächst 


wy 


Bx?+yay-+ Py? 


ey? 
Pe +ray+Pßy” 


suchen (vgl. I. 406d)). — Der Kürze wegen mag dies für 





oder 








be iayy+y; Qurchgeführt werden. Es wird sich dann direkt 
die Formel (37) ergeben. Man hat also zu setzen 
(41) ET ee 


Um dies zu substituieren, schreibt man die Gleichung 
(16) so: 
@+2y+yY?—ay)a +2y+ y’— 20%) a 


@+ay tm —2ayataytd)—eiy db 


Mithin hat man für u 








A—-wWi—2u ., a 
RE N TI IE, » 


(a +24) + 2a—3b)yu=a—b 





—2a+3b+Y(2a — 3b)? + 4(a — b)(a-+ 2b) . mean 











“3 2(@a + 2) 2(a 2b) 
Ur xy ı 7,20 900 
at +ay+y?  2(a+ 2b) 


Hieraus durch korr. Add. 


en Tor 
—y 8Sa—5bT3r’ 








welches eben die oben auf anderem Wege abgeleitete Formel 
(37) ist. 

&) Was nun die Auflösung der gegebenen Gleichungen 
233 betrifft, deren Kombination auf die den obigen Erörte- 
rungen zugrunde geleste Gleichung (16) führt, so wird 
man zur Darstellung der Unbekannten x und y wegen der 
ersten Gleichung am besten f,», » anwenden. Es ist nach (30) 
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f E V dar DEE 
tv) sr 3a br 
also zu setzen 


= AlY2a+b—r+Y2a—-b5b+r) 
y=AY2a+b—r— Y2a—b+r). 


Dies, in der ersten Gleichung substituiert, gibt 








(42) 








1.2.4Aa=a:-BVY2a+tb—r 


URN ea Fe 
\= zV2a +b—.r. 
Daher aus (42) 








»—-,(V2a+b-r+V2a-b+r)VYdatb—r 








Y 1 (Y2a are V2arı Er. 


Zieht man Y24a+b—r aus der Klammer heraus, so 
erhält man die oben angegebene Form der Lösung. 

Auf diese Weise kann man sich für # immer leicht die 
Formel aussuchen und bilden, welche der Form der gegebenen 
Gleichungen am angemessensten ist und welche daher die 
einfachsten Ausdrücke für x und y liefert. 

Die folgenden Aufgaben bis 246 führen auf denselben 
Quotienten oder dieselbe Gleichung (16), höchstens stehen 
rechts andere Konstanten. Die # müssen sonach dieselben 
bleiben oder sich doch leicht aus den hier gegebenen ent- 
wickeln lassen. Man wird daher nur die geeignete Formel 
für ? zu wählen oder zu bilden haben, um das Resultat in 
der einfachsten Form hinschreiben zu können. — Es soll 
damit nur gezeigt werden, wie viele Gleichungen sich an 
eine solche Gleichung, wie sie in (16) gegeben ist, knüpfen 
und aus derselben abgeleitet werden können, welche alle, so 
verschiedene Resultate sie auch sonst liefern, doch im 
wesentlichen auf dieselbe Weise gelöst, ja deren Lösungen 
sogar auseinander abgeleitet werden können. Daß man die 
Zahl derselben leicht hätte vermehren können, liegt auf der 


Hand. 
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e+yp=a 
er 2b ayt „| 
1 
L. »—,(Ya+b—-r+Ya—b+Hr) 
Y — (Va hg Vasen r). 
r—V2a? — 4ab + D2. 


Die Division der Gleichungen durcheinander liefert eine 
Gleichung, die mit der Gleichung (16) in 233 zusammen- 
fällt, wenn man dort 2b statt b setzt. Wegen der ersten 
Gleichung wird man t,», ,», d.h. (30) zu benutzen haben, um 
für x und % die einfachsten Formeln zu erhalten, also 

















Da eu, r—=V2a? — 4ab + b2. 

Daß sonst die Lösung der Aufgabe am einfachsten nach 
120 zu beschaffen ist, erkennt man sofort. Hier sollte nur 
gezeigt werden, daß man das Resultat immer leicht in seiner 
einfachsten Form hinschreiben kann, wenn man einmal die 
Formeln für t aus einer Gleichung des vierten Grades 
233 (16) entwickelt hat, auf welche die Kombination der 
gegebenen Gleichungen führt, und die richtige Formel für £ 
auswählt. 


+y=a(c+y) 
235. B N EN 


L.1.2=-,(Vda—-3b—-3r +yVb +r) 
y- (Via —3b—-3r—Vb+r) 
2.20, Y2b; 
y=0, —YV2b. 


Die erste Gleichung läßt sich zerlegen in 








r wie in 234. 


l.2+y=0; 2 2 —-ıy hy —ü 


Die Division der Gleichungen durcheinander führt auf den 
Quotienten 233 (16), nur ist dort 2b statt b zu setzen. 
Wegen 2 —-xy+y=a hat man £ 


®_2y+ry; Zu benutzen. 
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— Ohne Benutzung von 233 hat man die Gleichungen 1. 
und 2. einzeln mit der zweiten Gleichung zu kombinieren, 
also diesen entsprechend zunächst 2 — y für 1. und für 2. 
2? + y? und xy zu suchen. 


@+y)a—ayry)—a 
Er | a elle 


n Beysorb- nry2a dbrr 




















oV4a_bHLr 

2 RB: 2 

oyaazı  Vaaorr AITEHTR 
2oVY4a_5H4r 


Auch diese Gleichungen liefern kombiniert den Quotienten 
in 233 (16). — Hier ist für die Darstellung der Unbekannten 
t,2,,, benutzt. Man hätte ebensogut f,_„,;,. wählen können. 
Die Formeln für x und y wären nicht komplizierter geworden. 


Man hätte erhalten 


Vsa—3b—3r+Vb+r , 
2V2( 4a—b—r) 





Yan 





Man kann die Unbekannten auch noch in folgender Form 
darstellen: 


AR EU TEEN ET 4 
Bei 200 11017 Nee) 
:-1(V 2 a7 2 
1 Pe=irz a: 
SR AU ORTE ae 2 


Um diese Formeln zu erhalten, muß man auch für ? 
noch eine andere Darstellung anwenden, als die in 253 
entwickelten. Dort erschien ? überall als eine Quadratwurzel. 
Es läßt sich # aber auch als eine Wurzel des vierten Grades 
darstellen, deren Radikand nicht komplizierter ist als die 
Radikanden der Quadratwurzeln. 




















Man erhält diese Darstellung von t am ein- 
fachsten dadurch, daß man die Darstellungen für £, 
welche quadratischen Faktoren des Zählers oder 
Nenners von dem Quotienten der linken Seite der 
Gleichung 233 (7) (in den obigen Beispielen 233 (16), 
auf welche die Kombination der gegebenen Gleichungen 
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führt), entsprechen, miteinander multipliziert und aus 
dem Produkt die Quadratwurzel zieht. 
Hier ist also zu bestimmen aus 


+ Na —ay+y) _ a 
(2) _ er =, 8.233 (16). 


Die quadratischen Faktoren des Zählers links sind 





®+y und —ay-+ 9. 
Nach 233 (30) und. 233 (38) folgt aus (2) 


ln 8a —3b—3r 
a A a I ayr? = b-+r 
(4) für r =V 8a? — Sab + B*. 


Aus der Multiplikation dieser Darstellungen von t ergibt sich 
die gesuchte Darstellung von £, welche der Kürze halber mit 
T bezeichnet werden soll, 




















FRA, 

Te Feder 
(8) T= Ga—btno+tn 
Wegen (4) ist nämlich 


(6) Qa+b— r)(8a— 3b — Br) = 2a(20a — 11b — Tr) 





7 2a—b-+r)\(b-+r)=2a(da— 3b + r). 
Daher wird 
1 /20a — 11b — Tr 
(8) T-VornE 


Andere Darstellungen von # in dieser Gestalt, 
als Wurzel vierten Grades mit einem so einfachen 
Radikanden, gibt es nicht. Der Grund für diese Be- 
hauptung liest in dem Umstande, daß 

+ y\ 

ee 
für eine Gleichung 233 (7) nicht von einer quadratischen 
Gleichung abhängt, deren Koeffizienten nur erste Potenzen 
von a und 5 enthalten (vgl. 233 (16,)), sondern von einer 
quadratischen Gleichung, deren Koeffizienten quadratische 
Ausdrücke von a und 5b sind. Man hat hier keine Dar- 
stellungen, welche denen in 233 (17) entsprechen. Schafft 
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man das r aus dem Nenner fort, so erhält man überall 
quadratische Ausdrücke für « und b. Dasselbe geschieht, 
wenn man r aus dem Zähler fortschafft. — Bei dieser Formel 
für £ ist zu bemerken: Das Produkt aus Zähler und 
Nenner des Radikanden muß stets ein vollständiges 
Quadrat sein. Hier ist 


(9) 20a — 11b — Tr) da — 3b +3r) = (— 4a+5b + r)*. 


Da nach (3) 
2a bur,,,807-3b-—8r 
Sa Da by 92 








also auch 
Za—b+r)Sa—3b—3r)=(2a+b—r)\(b+r) 
ist, so folgt aus der Multiplikation von (6) und (7) 





a @a+b—nb+n? 
(200 — 11d — Tr)(da— 3b +n)=| >= | 
—= (4a +5b+r)% 


Um 7 zu finden, sind zwei Darstellungen von ? mit- 
einander multipliziert. Das Produkt von Zähler und Nenner 
im Radıkanden von T ist ein Quadrat. Dies Quadrat findet 
man stets, bis auf einen Faktor, wenn man Zähler oder 
Nenner in der ersten benutzten Darstellung von 2 bzw. mit 
dem Nenner oder dem Zähler der zweiten benutzten Darstellung 
von t multipliziert, hier also bildet 24 +b—r)(b+r) oder 
(2a —b+r)(8a — 3b — 3r). Der Faktor 2a hebt sich fort. 

Will man daher mit Hilfe der Formel (8) die Un- 
bekannten x und y entwickeln, so hat man in der ersten 
gegebenen Gleichung zu setzen 


x = A(Y1l0a— 11b— Tr +Y4a— 3b-+r) 
(10) AT ee Te 4 € 
y=A(Y1da— 11b— Tr —Y4a—3b-+r) 


und mit Zuziehung von (9) das A zu bestimmen. Man erhält 


1 
her 
2y2 
Dann ergeben sich aus (10) die oben in (1) für x und y 


angegebenen Formeln. — Man würde dieselben direkt er- 
halten, wenn man 
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hr —- Yu + EN 

Yizz Yu 95% Vol 
setzte und zunächst u und v bestimmte. Der oben angegebene 
Weg ist der kürzere, wenn die Formeln für die ? schon 
gefunden oder anderweitig bestimmt sind. Es sollte über- 
haupt nur gezeigt werden, daß man auf dem in 233 an- 
gegebenen Wege leicht zu allen möglichen Formeln für & 
und y gelangen kann. Für die Berechnung sind die zuerst 
angegebenen Formeln der Lösung die einfachsten, insonder- 
heit wenn auch die imaginären Wurzeln mitgefunden werden 
sollen. Für die Darstellung der Unbekannten durch die 
Wurzeln des vierten Grades ist zu beachten, daß stets 
sein muß 
(11) Y20a — 11b — Tr)(da— 3b +r) = —A4a+db-Hr. 
Es dürfen also die beiden Wurzeln des vierten Grades nicht 
alle sonst für Wurzeln des vierten Grades zulässigen Zeichen 
und Deutungen erhalten. Man würde sonst aus der Kom- 
bination aller vier Werte der einen Wurzel mit den vier 
Werten der andern Wurzel im ganzen 16 Werte für x und y 
erhalten, und wegen der Doppeldeutigkeit von r sogar 32. 
Von diesen ist jedoch wegen der Bedingung (11) nur die 
Hälfte zulässige. Es gibt nur 16 Wurzelpaare. Durch 
Elimination von y erhält man für x eine Gleichung des 
16. Grades, nämlich 

421° — 8b"? + (12a? — 16ab + 96°) a? 
— (12a? — 16ab +5 bat + (a — bt —=0. 
Die Auflösung dieser Gleichung ergibt sich leicht nach 
‚I. 365. Man hat 
4(x? — bx*)? + (12a? — 16ab + 56°) (2° — bx) 

+(a bt =. 

Setzt man daher der Kürze halber 
— (12a? — 16ab +55) + (4a — 3b)rr=2R, 


so ergibt sich 


4 SS NR 4 sin l At 
En. 
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Man erhält diese Formeln direkt, sobald man vermöge 
der zweiten Gleichung 


e+yft=b 
"— yY=2 


setzt und zunächst z bestimmt, so daß man hat 
T/b-+z 1/b—z 
ze V 2 ler We 


+ ya ty?) = a 
EN R + )@+y)= 3 








Ir TU area 
ıYaa— db r”@atb—n) 








A 
Van Dont 











für r = Sa? — Sab + b?. 


Auch in dieser Aufgabe hat i denselben Wert wie in 
235. Man benutzt am besten 4, ,.. Mit Benutzung von t, 
in 236 (8) erhält man 








_ Va — ib 77 +Vea—s04r 
ey16 @0a— 11d — 7m) 








Im ganzen liefert die Aufgabe 20 Paare von Wurzeln. 
Die Elimination der einen Unbekannten muß für die andere 
eine Gleichung des 20. Grades ergeben. 


+y=a 
238. ar y? 
4 2» Y 








Vıa—3b—3r + Vb-+r ge V4a—3b—3r—yVb-+r 


L. 
Ei a0 30H är 2 Via — 38 —3r 











für r = V2a?— 4ab-+ 2. 
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Hier ist #: » benutzt. Die Formeln für t in 233 


x —ayHry 
gelten auch hier, nur ist dort 25 statt b zu setzen. 


a ae 
i “+ y=bry 





1:2]: 0—5;(V3a—2d—r+YVb-a) 


y-;(V3a—20—r—Vb—a) 


2.0ey=0. 











Ir viarmaahr BR 


Um zu ermitteln, welche Formel für i hier die geeignetste 
ist, kombiniere man die Gleichungen nach 114 so, daß die 
linke Seite durch xy teilbar wird, hier einfach durch Sub- 
traktion. Man erhält @«— y”?=b-—.a, hat also diese Glei- 
chung mit einer der gegebenen zu kombinieren oder t,_ 
anzuwenden. 


Y 


rn (a? + y?) (a + y’) = any 
Let n@+y)=bay 
a a AT 
2y3a—2b—r 
_V3a—2b—r—yVb—a : 


2V3a—2d—r 











r = Y 8a? — 8ab + b?. 








Y 





a 


PR a a a a le: 
wial) x + yY = 2b(x — y)® 








L.2==0, (V- 2a +5b+r+YV2a—3b+r) 








y=0, 5(V-2a—5b +r—V2a—3b+r) 


r— V2a? — 4ab + b2. 





Durch Subtraktion erhält man @y=2b—.a. Dies ist 
mit einer der gegebenen Gleichungen zu kombinieren und zu- 
nächst 2° + y? zu suchen, oder es ist Z,, zu benutzen. 


DD 
Dr 


8 
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«+ yY—=2b(e + y) 
L. 20, (Vida — 11b— Tr +Y-2a+5b+r) 
y=0,5(Vl0a— 11 Tr—V-2at5b+r) 


TR ir + yP)(® —ay+Y) = ala + ze) 














r wie in 241. 
Kombiniert man nach 114 die Gleichungen so, daß auch 
die linke Seite durch (2 + y)? teilbar wird, so erhält man 
22° —3ay+2P =6b—a. 
Es ist also das entsprechende # zu benutzen, oder man muß 
zunächst 2? + y?® und xy bestimmen. 





243. |, 











y—= (4a — 3b —Y4ab— 30°) 
2.0 = et +b+Ya?—- 2%) 


y- la +5 Ver). 


Bei der hier gewählten Form für die rechten Seiten der 
gegebenen Gleichungen wird r rational; es ist daher einerlei, 
welche Formel für { man wählt, man erhält immer 


4a — 3b a+b 
Kies, wen ER, 4- VE. 
BE) 0 ob)(w 4 y) 
: + y— (2a? — BP) (x? + y?) 
L. 1.2=0, +Y2a? — B2 
y-0, FV2a = 
2.0—1(Vda—3b+yd)V2a-b, (Varb+ya—)V& 


y-1(Yäa=30 -V)VEa=>, Varb-ya=a)YE- 
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homogenen Charakters. 





















































N (x? + y?) (x? + y?) = 2a? — ab 
++ N) 2a 
7, Beevie +YVb Ve+b+Va—b 
ıYaa— sb ’ 2’ Vila + b) 
Vıa—3b— yb Va+b—YVa—b 
ee a OO 
2 Y4a — 3b 2 Y+4(a-+b) 
ee 1 a? —+b? 
z+y "_a+b 
246. x: + y* AR a*—- b? 
ty? a® + b3 
Dale) 
y-b,a 
120,0 BREI PS 
2. 0-1 14H Var) Ra — Bub + 20%) 
1 a+b® ab $ 
v3 Versen on) Cr — Bab+ ah 
Man findet zunächst 
ra 2a?—3ab + 2b? 
DE an V ab | 
Man dividiere die Gleichungen durcheinander und setze 
x?” + y? Be a?—b? > 
ey Naue ob WIE 
so erhält man 
N q?— 2? d.h. 
2(g—1 
uU g; nn, 
also 
x? + y? Er a? —+b? 
1) won wa 
folglich 
vn 2 (vgl. I. 165) 
DE Ye a —ab-b: 
2) 2ay a?—2ab-+b? 
folglich 
ab 





- 


2a? —3abf 20: UEW 
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Bei den folgenden Aufgaben hat man zunächst mittels 
Kombination der gegebenen Gleichungen immer eine Glei- 
chung zu suchen von der Form 233 (7). Aus dieser ist 
dann £ zu bestimmen, d.h. _. und somit auch ©. Dann 
hat die Auflösung weiter keine Schwierigkeit. Welche Formel 
für jedesmal anzuwenden ist, um für x und y möglichst 


einfache Ausdrücke zu erhalten, und ob es zweckmäßig ist, 
+ y? 
Bu 





t direkt zu suchen, oder erst u = und hieraus ?, hängt 


von der Art der gegebenen Gleichungen ab. 


zyc+y)”=ua 
247. Be u 
Ley’(a® + yÜ) —b 


ee ee TE 


=== Terre Y —— Sea ee 
Via(a—r) Via’a—r) 


Indem man das Quadrat der ersten Gleichung durch die 
zweite Gleichung dividiert, erhält man 


(© + y)* a? 


aya®+y) db 


Hieraus ergibt sich als einfachste Formel 














[43 
2 u & 
Sr u arg 
2 
CY 
T „_Ya+Va-8b ; _Va—Va—sb, 
2’ Vala— 8b) 2°Vala — 8b) 


lat ya EB), y-1(a-Va—E). 


Diese Aufgabe ist am leichtesten nach 142 zu lösen; 
man kommt aber auch nach 233 leicht zum Ziele. 
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By 
250. ci y-aypb(a + h 


L. >(V2a | en 
=0, Er Van) Via 


Indem man die erste Gleichung durch die zweite 


x+Y 


dividiert und den Quotienten mit a; multipliziert, erhält 


‚r—Va?— 16ab. 








man 
(2 + y)* Be, 
ei aya—y)? 5b 





Hieraus findet man als einfachste Formel für ? 


Diese ist zu benutzen. 


Hier läßt sich ? durch a und r allein darstellen. Dies 
a ist ein Faktor von vr”. Läßt sich r? in zwei rationale 
Faktoren zerlegen, so läßt sich ? immer durch r und den 
einen dieser Faktoren, ohne den andern, darstellen (vgl. 1. 406c)). 
Diese Darstellung wird jedoch nur dann besonders einfach, 
wenn a oder b ein Faktor von r? ist. Dies ist der Fall, 
wenn in der homogenen symmetrischen Gleichung des vierten 
Grades, aus der man t zu entwickeln hat, der Zähler oder 
Nenner links ein Quadrat ist. Hier ist in (1) der Zähler 
links ein Quadrat, (2 + y)‘. Diesem Zähler links entspricht 
rechts a. Daher muß r? den Faktor a enthalten. Wäre 
der Nenner links ein Quadrat, so müßte r?” den Faktor b 
enthalten. — Der andere Faktor von r? ist im vorliegenden 
Falle «— 165. Man muß daher schließen, daß in (1) der 
entsprechende Ausdruck links ebenfalls ein Quadrat ist. In 
der Tat hat man 


(2 + y)* — 162y(2 — y)? = (x? — bay + yP)*. 


Entsprechend kann man unter Anwendung der Be- 
zeichnungen 
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n ma +nady + pay? +nay + my = 4A 
2) u +vay+ way +vay + uy = B 
ganz allgemein folgende Sätze aufstellen: 

1. Ist A ein Quadrat, so gibt es stets zwei rationale 
Faktoren « und ß, aber auch nur zwei solche, durch welche 
«A + BB ebenfalls ein Quadrat wird. 

2. Ist weder A noch B ein Quadrat, und sind « und ß 
zwei rationale Zahlen, für die «A + ßB ein Quadrat wird, 
so muß es stets noch zwei andere rationale Zahlen Y und Ö 
geben, für die yA + 06B ebenfalls ein Quadrat wird. 

3. Ob die Herstellung solcher Quadrate aus A und B 
vermittels rationaler Faktoren möglich ist, ersieht man, 
wenn man ? entwickelt aus 


® 2 
Ist dann 

"= (wa + Bb) (ya + 8b), 
so muß 


«eA-+PBB sowohl als yA+06B 


ein Quadrat sein. Diese Darstellung von Quadraten wird 
also nur auf eine rationale, irrationale oder imaginäre Weise 
möglich sein, je nachdem die Faktoren von r? rational, irrational 
oder imaginär sind, jedesmal aber immer auf eine doppelte 
Weise, da r? immer zwei Faktoren enthält (vgl. I. 406). 

Der Beweis dieser Sätze ist bereits in I. 406 gegeben, 
wo sie in einer anderen Form schon einmal aufgestellt 
worden sind. Setzt man in den dort angegebenen Formeln 
statt x überall —, so gelangt man zu den vorstehend auf- 
geführten Gleichungen. 

Wie man direkt zu den Ausdrücken gelangt, welche 
nur r und den einen Faktor von r? enthalten, ersieht man 
leicht aus I. 406. d) oder aus II. 233 u. f., indem man das 
dem quadratischen Ausdrucke entsprechende # sucht. Ist 
demnach in einer Gleichung (3) die Größe A ein vollständiges 
Quadrat, also z.B. 

A= (ua? + yay + ay?); 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 19 
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so muß man 
Ber tday+ By _ 
ax? yxy+ ay? 
zunächst suchen und daraus t; dann erhält man für Z eine 
Formel, in welcher nur r und a vorkommt. Die Faktoren 
« und ö sind gleichgültig; sie fallen wieder heraus. Am 
einfachsten setzt man also 


LY e> 
(4) Er Ta Teer 
(s.233 u. £.) und bestimmt dies v zunächst aus der Gleichung 


(3) und mit Hilfe von u aus (4) t. — Für die obige Glei- 
chung (1) hat man also zu setzen 





u 








DE 
Case 
Das gibt für u die Gleichung 
1 I... 
ul—4u) b 
a+r 
et 
NER San 
(2.1) wm 8a 


also 








© EI En 
S ya y’ebaty), 


L. 2=0,3(V3a—r +VY2a—8b—2r 


ER) ‚r=Va?— 16ab. 
y=0,,(V3a—r —V2a—8b—2r 





Nach 114 erhält man hier zunächst 
” +bay+y=a+2b. 


Man hat also entweder das diesem Ausdrucke entsprechende £ 
zu suchen und zu benutzen, oder man muß diese Gleichung 
mit der zweiten gegebenen Gleichung kombinieren und zu- 
nächst xy und x? + y? bestimmen. 
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® KEY 
Kur y) = oa 
+ ya y)—b 
IL _Va+V?r—3a Va—Yy2ar— 3a 
SR Drag a— 
ar —a 2Vr — a 
r—=V2a? +2. 


2 + y" = 2amı 
258, u. R 
u + y* = 2bay 


Ber .0; s(VY2a—r +YVTr—-10a— 4b) 














LEERE ‚r—=V2a(a+b). 
0, RE RD 


Man findet hier zunächst 22° + 3ay +2 P =a-—b. 


327 
 [@e-W@ +9) 











5 N 
2? + y’ = 10b(#? + Y?) 


L.1.2=>(V3r—5a +Y11a+ 24b—5r) 











| ‚r—Ybala+4b,. 
CHEN 


Yet, 
Nach 114 findet man hier zunächst 
(1) 202 +2y+2y=2(a + 9b). 


Man dividiert also entweder eine der gegebenen Gleichungen 
durch 2£+y und sucht aus der so gewonnenen Gleichung 
und (1) zunächst xy und «+ y”. Oder man sucht das der 
Gleichung (1) entsprechende {. Man findet 


yertee_ Zu A 3r —5a 
 r 16b—a nr 11la+24b —Ö5r 


107 
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Der letzte Ausdruck, der nach 233 (35) gefunden wird, ist der 
gesuchte. Dann ergeben sich aus (1) die Unbekannten in 
der gegebenen Form. 


WE N) m) = any 
256. © +Yy)(® + yP) (a + yP) = bla — hi 


Te1! os 1)-R,y=- ,(Vr-1-1):-R, 


yo ar ar 























2r Br 1% 
2. =Y-U, 
357, [E-NE-Ma- Mae] 
| trat) t+ayty)—b 
L Vr=-2ay3a . Vr=2a Vs 
were TE De el = ’ 
V81a?b?(r — 2a) 2 V81a?b?’(r — 2a) 
r—= Va? + 24ab?. 
Er @- „a —-y)=a 
j +) )=b 








Tr _Vr—2a+Ya ve ALU, 


? 








2 Vr— 2a 2 Vr — 2a 
r— Va? + 8b. 
@-)@-p)=a 
259. ERS: 
@+y’a+y)—b 
Be Var —-3a-+Ya ar V?2r—3a—Ya 
2 Var —3a ' a Var —3a 
r—= V2a?+2b. 
z(y—1l))=a 
260. & es ai 
ie Baal _V?r—3a+a 
„(V2r 3a®—-a), y Ve 


r—= V2at + 2b. 
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3 NN. j i y—1)t a® 

Die Elimination von x ergibt die Gleichung ; . 7: 
d.h. eine echt symmetrische Gleichung des 4. Grades, die 
nach I. 364 leicht zu lösen ist. Es ist demnach 


Rama hi 
Ya-i 





U 


oder AT! _ 
a 


zunächst zu bestimmen. — Diese Aufgabe ist übrigens nicht 
wesentlich von 188 verschieden. Man bringt sie auf die 


Form 188, indem man n statt y und uv? statt x setzt. 


361. Br U em " 


by‘ +1) 
[ak a er Re VAL-H 
Sr ver 5.15 Vene 31, f ne 


@- We M)a—y)—a 
262. E e y)? (22 + y?) (28 a> y‘) =E 3 














Te: V?r—3a+Ya ne V?r—3a— Ya 
2Valr —a) ar — 3a)” aValr -a)(ar — 3a) 
r= V2a(a+b). 


Diese Gleichungen haben 32 Wurzelpaare Die Elimi- 
nation der einen Unbekannten liefert für die andere eine 


Gleichung vom 32. Grade. 
2y(a® +) = a 

rn 

Peg (Vr+ 4a +Yr = 4a) 

Y— (Vr AV 4a) 

264. RN IE | 

| @- ya) y)ey)—b| 

ne ER 

2V3a(a® —2btr)V3b 


V4a?—2b+r—y3b 
YES ——— 
2V3alda®—2b-Lr)y3b 





r =YV 16a? + bi. 




















j r—=YV16a!— 160?b + b. 


B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 





265. | , 


Te „_ * .Vea—b+2Va—b+yVsb 
2 Vıa—b—YVa—b 
I a Vıaa—b+2ya—b—YV3b 
Na} Vıa—-b=Vo—b 
Um die Lösungen gerade in dieser Form zu erhalten, 
muß man für # die geeigneten Ausdrücke suchen. Aus der 
Multiplikation der Gleichungen ergibt sich 
(1) le Be a he 


(x? TE 2% Bas b 














Daraus erhält man 


_ j/4a—b-+?2r = /r + 2(a— b) 
(2) u 4a—b—2r V r—2la—b) 
für r=Y(a — b) (4a —b). 
Es sind dies Z,,,, und i,,. Setzt man in einer dieser For- 


x +Yy 
meln für r seinen Wert und hebt, so gibt das 


R _Vaa—b+2ya—b 
Vaa—b—2ya—b 
Schafft man hier die Wurzeln aus dem Nenner fort und 
radiziert, so hat man schließlich 
(3) ' _YV4a—b+ 2 Ve—b 
V3b 
Man kann diese Darstellung von ? auch direkt finden, 


ohne die Benutzung der allgemeinen Darstellung in (2). 
Aus (1) folgt durch korr. Add. 


x* + a? Uhr 3a 
a”y? —b’ 


x” _ 4a—b 
ya 
er, - Var avant el... v)" 
Te Va 2yaozany 
Radiziert man, so erhält man (3). Es ist demnach zu setzen 
4) Er Ne 
C—Yy= AV3b 











also 
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Quadriert man, so folgt durch Addition und Subtraktion 
+? = MY4a— b(Y4a—b+2Ya — b) 
(8) Em 
wy=Ä4 Var VAR Do Va 


Setzt man die Ausdrücke aus (4) und (5) in die erste der 
gegebenen Gleichungen, so erhält man 





Bean nn 
Via —db—VYa-—b 


und somit aus den Gleichungen (4) die oben für x und y 
angegebenen Ausdrücke. 


50 | e+ay+tyP=alı — y) | 
Le+y@®-y)=-ba@—-a2y+Y) 
_0 4 V3b+V4a—b—2ya—b 

= SO ET Ee, 


Do a V3b+Y4a—b+2ya—b 
2 Vıa—b+Yya—b 
Dividiert man die Gleichungen durcheinander, so erhält 
man die Gleichung (1) in 265. 








+y=alc+y) 











267. wi+y! 2 —y 
e—y db 
en a VY2a—b+Y2a— 2b +yYb 
197 RU, Ur Horn 
SL, Vaa Dt yvaa- apa 
reden 


Multipliziert man die Gleichungen miteinander, so erhält 
man durch korr. Add. und durch Radizierung leicht 


ee ya /2a—d 

2? —y? -V Ba 
Dividiert man durch diese Gleichung die erste der gegebenen 
Gleichungen, so erhält man 2 — y usw. 
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en ® ++ y)=al+Ry+ a 
eypP=b(a+ay+Y) 
L.1.2=,(Vatb+r+YVa+b— Br) 


=, (Va+b+r—Va+b- Br) 
De. 
Die Addition der Gleichungen liefert zunächst 
@+aytyP’—latblarteyty)) 
Er F ty’) al—ayt # 
| ey bw — ay + Y‘) 
LU, > (Ya-b—r+YVa+Tb—Br) 


y=),; = (Va-d—r— Var TBn)| 
Man findet zunächst 
(+ 30y +’) — 20y + y’) = (a — 3b) — xy + Y°) 


f 
270. 5 ee a 
y+ ay? — bla? — y‘) 

L. 20, >(Y(a —2b)b + Y(a + 2d)b — 2) 
— 0, > (V(a — 25)b —V(a + 2b)b + 2b), 

= + pP= ala? +) 

Ley +y)=bla+y) 

ER AR 0»—>(Yatr+Ya+2b—r) 


—- ,(Vatr—Va+2b—r) 
2.07ey-(. 
Man findet zunächst ?— yY”=a-+b. 
er % — 9)le — ya — y’) - u 
“—yf=b 

ne an Ve Schbens + Va+3b—r 
oVA(-atb-Ir)(at3b—r) 
V-a+b+r- Va+3b—r|’ 
2/A(-_atb-tr)(a + 3d—r) 





r=YV(a+b)b. 





‚r wie in 268. 











r=yV4ab+5b%. 








‚r=Va?+2ab+ 9b. 





y- 
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273. [y + ayt = ala’dy + ay) = b(at + )] 
L.x=0, ars a t4b4r + Yaarrn)Ba—n) 
Ba, ei +4b+r—-V(a+r)(3a —r)) 


r—=YVa? + 82. 
274. [a(z?y + xy?) = ab(x? + y?) = b(xt + y*)] 
Be, Vater) 

5 














‚r—Va’ + 80. 
0, 0+5-Va+be — 3b) 
a 2 





y- 
Die Gleichsetzung des ersten und des dritten Ausdrucks 
unter Division durch x?y? liefert 


m tay 2. u ud 


Yy ay? ? 


ee 
5 + - — Po deren 
beide Wurzeln «, und «u, heißen mögen. Dann hat man 


("+ y’)’ — bu, (a® + y‘) 





also 





d. h. eine quadratische Gleichung für 


und 
+y bla + y?), 
also 
a bu, +20 yp — buy’ +y 0 
und 


x — bu, +20 but yY=(, 


zwei echt symmetrische Gleichungen für m; aus denen für 
” je 4 Werte gefunden werden. Nunmehr kann man & = pt, 


y= gt setzen usw. 
S +’ 2ala ty)’ 
ya? + e — 2b(2 + y)” 


L.2=0, 5 > (V-3a +5b+5r +Y5a + 5b — 3) 
y=(, - - (V-3a + 5b + Br — V5a+5b—3r) 
r =Va? + 2ab + 5b?. 
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+ y’ Be] 
ar 2’y-+ xy?’ = 2b 








a = ,(V- 3a +55 +5r+Y—- 3a — 115 + Br) 








- -(V-3a +56 +5r-V-3a—1lb+Br) 


r wie ın 275. 











[ey 


Baba ae Ian a 4 
In 2» =, (V2a — b—r+yb Te 


b—r 


1 (Va Ve 

r = Ya? — 6ab + BR. 

Be ee ne re i 

++ 

Vida— a5 For +Vr — 24 

| ee: 

_Vida—4b+Br —Vr — 2a 
ee 

Man erhält im ganzen 28 Wurzelpaare. Die Elimination 


der einen Unbekannten liefert für die andere eine Gleichung 


vom 28. Grade. 
279. a(a° + y) = able! + 9) —bayla® + 9) 
DER a4 
1 200,1 Vic) 
u 2a—r 
Arash (1 rn 
280. a re N 
1.1, 2 Er Vai 
2yr — 2a 2Yr — 2a 
r —Y4al + (a — b)%. 
2.27 =y—0. 











a 











u 








‚r=YV3a?—4ab+b:. 

















‚r=YV4a’+(a—b)%. 
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2831. 


L.1.2=4b; y=b,a 


_ (a? + 5°) (a? ee | 
a .2(0 + b)(a* — b#) a Zen en 


Man dividiere die Gleichungen durcheinander und führe, 
wie in 246, u und g ein, so erhält man 








USW. 





wu! ieh, 
ee +4 en 


293 ar), 

















also 
2 —y7 0-0 

(1) ne d.h 
en (nach I. 165) 
2. Memo, Fab,.b2 

(2) Bes Nee den: 
2 —Yy. 1/3055’ 
VE 


Den letzten Wurzelquotienten setze man der Einfachheit 
halber gleich r, so ist z=A(l+r), y=A(1—r). Zur Be- 
stimmung von A dient die erste Gleichung. 








x + y® 3 | 
ya a? — db: 








231,. +yt at Ip* 
a 2° 7 ab 
De ae ner ag, Abe ad +8 
ee, Jelrg): 


Man dividiere die Gleichungen durcheinander, so kommt 


EU. 105 


x” y? Te ab? ’ 
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d. h. nach I. 165 








y? b?? a? 
also 
x a b 
ee re 
x® + y® Re. 3193 
«—Yy) (a—b)? 
231,. 2 2 a? 2 
=+y® _ a’+b 
| aty°  a+by 


Tel 2 ar = 0a 
(a + b)’(a® + 6°) a a b 
De aba re) (3 urn ‚V3) usw. 
Man multipliziere die Gleichungen miteinander und ver- 
fahre wie in 281. Dann findet man aus der Gleichung für 
« und g nach I. 105, da a=gq der Gleichung genügen muß, 























wg u d.h. 
Y Kozea 
2 +y? ai +6 
(1) xy en ab ’ 
also 
ı b 
y- 2. — (wach I. 165) 
- x’+y? 4la?— ab-+-b?) 
(2) a a!—dab+b 
also 
+ Y 
eG -:7,V3 usw. 


So Nennen Zu ee 20r En 
(e — y)(@® + Pla + y) = ab 
_ _V3a—2b+Y2b—a YV3b—2a+YV2a—b 
2'Va°(8a — 2b)(@adb—a) 2Vb?3d —2a)Ra— b) 
Va Pr vVarıın V3b—2a+V2a—b 


2 VaBa—2b)@d—a) 2yVb:sd—-2a)@a—b) 














YE 








Die Gleichungen haben im ganzen 32 Wurzelpaare. Die 
Elimination der einen Unbekannten muß für die andere eine 
Gleichung vom 32. Grade liefern. 
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2, | ++) ab | 
"La ya — 9) - 2a - by a) 
Dr DV a v3b—2a-+Y?2a—b 








2 V3a— ab | 2 V3b — 2a 
Vsa 20 Ved—a. V3b 20 - V2a—b 
ee 107 seen NE Tree 
2y3a— 2b 2y3b — 2a 


2 
x? + y’= a? — 5b? 
n _ YVa+5b+Yya—3b Ya—5b-+Ya-+ 3b 
= ee ’ ER 
2Yya+5b 2ya—5b 
WEI be Van 3? Va—5b— Ya-+3b 
? 1052 0 
2 Va +5b 2 yYa—5b 
ER “ Se 
+ y= a?’ — 


-— 1 (1+ YES) Va Fb) + 53) 
nn Al VZE)V« web. 


Da in der Aufgabe nur 5? auftritt, kann für das in der 
Lösung auftretende b sowohl der positive wie der negative 
Wert der Wurzel aus b? verwendet werden. 


a Besen ne 
++) 








Ser 














Be a-+ V- 30?++2b-2r „= VZ3e#H+2b- arme Bo 3y7 are 
oVy_atbtr 9Vy—_aitb-tr 


a Da 
ER A . 
o86, E: "ala N 
“+Yf=b(e+Y) 
Be 7 Vorne: ua on Varben 
2Va—b-Lr aVya—b-Lr 
r—V2a? — 2ab +8. 


2.2=y=0,yb. 
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“=ax-+b 
287. A 
br -+ay 
Vr—2b-+ VY2a—r Vr— 2b — VY2a—r 
a Lena 7 ; 
2yYr — 2b 2Vr — 2b 


r = Va? — 2ab + 5b. 








Va 
Die Division der Summe der gegebenen Gleichungen 


durch deren Differenz ergibt 


ER, Re 
“+ y)c+y)? a—b 


Hieraus findet man 





{= VI? (vgl. 279 und 280). 


Diese Formel für Z ist zu benutzen für die Differenz der 
Gleichungen 


@+y)at+y)=a—b. 
Diese Aufgabe unterscheidet sich von der vorhergehenden 
Aufgabe nur durch die Werte der bekannten Größen. Setzt 
man in 286 a —b statt a und «+5 statt b, so erhält man 


durch Addition und Subtraktion der Gleichungen die Auf- 
gabe 287. 


Am einfachsten ist es, die Aufgabe direkt anzugreifen. 
Die Division der Gleichungen durcheinander liefert 


asyla® — y’) + ba — y’)—O. 
Nach Heraushebung des Faktors  — y hat man dann für u 
die Gleichung 

au+)+bwW"+ua—1)=0. 


nr Be 
"IP =2ay— ba 





L.1.2= (V5r—3a+4b+VBr—3a— #0) 


r=V a?-+b?. 
y-5(Vir—3a+4b-VBr—3a—4b)|’ Ve 
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2.27 ey, Veen: 


3.2 = — y=-V2a+b. 
Durch Addition der beiden Gleichungen erhält man 
e+ryatf-yat te) - Ra -b)e+Y), 
durch Subtraktion der Gleichungen voneinander 
@-yatytryer te) -Ba+b)@—y) 
Hieraus zunächst 


z+y=0, ode + yV —-ay®+y)+y=2a—b 


und 
2 —y=0, ode ++ y®+y)+oy=2a-+b. 
Jede der beiden ersten Möglichkeiten kann mit jeder der 
beiden letzten kombiniert werden. Das gibt 
De el: 2. z=V2atb, y-——-2=-—-V2a-+b; 

3.2 =y=VPa-b; Attftayp=2a; (+ y)ay-b. 
Aus der vierten Kombination läßt sich mittels Quadratur der 
zweiten Gleichung und Elimination von z° + y* der Wert 


von 2°y? und danach auch der von x? + y? bestimmen. — 
Man kann auch nach 236 verfahren. 


23 Lo? = ala? — y? 
SE E: sn # 
Fuel —y) 
6, a V3b—2a+Y2a—b—2ya—b 








yv2a—b—Va—b 
eh a VBb—2a—Y2a—b+2ya—b 
u “2 V?a—b— VYa—b 


Man dividiere die Gleichungen durcheinander und ver- 
fahre wie in 269. 


3a Bar xy? ze y* ei a(& ze y)? 
“+y=b(x + b) | 


L.x=0, V2a-b +2 ya -b1YV3b— 2a) 


y=0, oe 020) 
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Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ver- 
doppelten ersten, so erhält man links (x? + y?)’, subtrahiert 
man die verdoppelte erste von der verdreifachten zweiten, 
so entsteht links (x? — y?)”. Man hat also 


”+y=(a+y)VY2a— b 
2 —y=Y3b — 2a 


et a y = alt — y)? 
200. | +a’y? + y ( A 
“+Y=bla—y) 


L.2=0, >(V3b — 2a+Y2a—b-2ya—b) 


y—ß, —(V3b — 2a— Y2a— br2ya2 














23 4 y? m 
LAGE 
= b(a+ 9) 


Tee V5a—3r+Vr Ha —2yr —a 
2 Vrta—YVr—a 
a V5ba—3r—-yYVr ta4—2yr=a 
Tr Ve, 
r= Va +4(a—b)%. 
Man dividiere die Gleichungen durcheinander und wende 
korr. Subtraktion an, dann findet man zunächst 
g* -H cry? -- y' L% Aa 
ya ty) a—b’ a 
TYP ZUM DR 
("+ y’)-0y a— b 
Im Zähler links steht die Differenz der Quadrate, im 
Nenner das Produkt der Größen 2? +y? und xy. Durch 
Quadrieren, korr. Add. und Radizieren findet man daher 
(MY Y: Dr a ne d.h 
(+ yY)’+Ry Var 4(a— b)® a “ 


«+ y° Var 

en An: 
Br Vrta+2yr—a _ (Vrta+2yreasee 
°—Y Vr +a=3Vr a 5a— Bär 




















a 
Y 
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Will man nach der allgemeinen, in Nr. 233 erörterten 
Methode verfahren, so wendet man wegen der ersten Gleichung 


am besten b&_2y+7? @0. Man erhält dann 


g = ee 4 1) (a+2b—r) usw. 


Zu derselben Form der Lösung gelangt man, wenn man 
%&—Yy=2z setzt und zunächst 2 bestimmt. 








Bas "top +y=2alr+y) 
| + pP 2b(@+y) 


L.2=0, 3(V5a—8b+5r + Vba-Br)| 


y-0,1Vba-8btBr Via 3n)|' 


r wie ın 291. 





Aus der zweiten Gleichung kann man den Faktor 2+ y 
aussondern, dessen Nullsetzung bei Hinzunahme der ersten 
Gleichung die Lösung £—=y=( liefert. Die restierende 
Gleichung &! — z’y+ ay? —ay’+y!'=2b(2-+y)’ kombiniere 
man nach Vorschrift von 158 in der Weise mit der ersten 
Gleichung, daß nach Addition der beiden mit geeigneten 
Faktoren multiplizierten Gleichungen links der Faktor (2 + y)? 
auftritt. Sind « und v diese Faktoren, so muß also 


u(® + y) — u(day + 4ay? + 5ary?) + ola + y)‘ 
— v(dRry + day? — Dary?) 


den Faktor (x + y)? in sich enthalten, woraus 
2(4u+5v)=5(u+v), u——- dv, u=-5,0—-—3 
folgt. Dann hat man 
2 (2? + y?) — 2y = 10a — 6b. 


Eliminiert man b durch r und a, so kann die Lösung auch 
folgende Form haben 


= SVr+a+2Yr—a+V5a—3r usw. 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 20 


306 B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 








3 3 
NE 
REEL DATE 
RS TEN en 
lei 
By 








1 kp) 7 RE odb—r 








: ie 2b — 
y=5(V5a—-6b+3r— Ya+2b—r) Va 


r wie ın 291. 


204. | le | 
ie +yP-bery) 





L. 1.2—=5(YIOda— 146 +5r +Y-2a+2b+n) 





y-;(V10a— 14b +5r— V- 2a+2b+r) 


r = V5a? — 12ab + 822. 


2. N 


Aus der zweiten Gleichung läßt sich der Faktor + y 


aussondern, dessen Nullsetzung in Verbindung mit der ersten 
Gleichung die Lösung 


i/a 
ehe 


liefert. Durch Verbindung der übrig bleibenden Gleichung 
mit der ersten Gleichung kommt dann 


ya —ay+y)=a—b. 
Jetzt ist 7 zu bestimmen nach 236. 


ei Te | 
| + yP—2b(a? + y) 


L. 20,5 (VBa—4b+r + Y4b—3a+r) 


y-0,5(V5a—4b+r — V4b—3a-+r) 
Man findet hier zunächst xy — 2(a — b). 





‚rwiein 294. 
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en MR +y)(@—y’) = 7 
@—-y)(@+y)—4b 
1, „_ Vsa—11b+5r+Vbb+11a+dr 
25a L5b—3r 
_ Vba-ub+tör— Vbb-1a-för 
2'V/5a 55 3r 
r — V5a? — 6ab + 5b? (vgl. Nr. 192). 





x 




















Y 











297 by +ay+W)(e+ Wale + Tay + 2) 
: x + y: = b(5a? + Taxy + 5y?) 


L.1.0=,(V3a—b+r+yV6b— a) 








r—YV 8a? + b2. 


q — (V3a—b + r—V6b- a) 
2.2 =y=V. 


Man addiere die mit % multiplizierte erste Gleichung 
zu der mit v multiplizierten zweiten Gleichung, indem man 
(vgl. 158) die Faktoren u und v so bestimmt, daß links der 
Faktor 52° + Taxy + 5y? auftritt. Man findet v=6, uv=—1 
und gelangt demgemäß zu der Gleichung (x — y)’ = 6b — a. 
Darnach ist die Formel für # zu wählen; oder man sucht, 
da 2 — y bekannt ist, nur noch € + y usw. 

Die homogene symmetrische Gleichung des vierten Grades, 
aus welcher man ? zu entwickeln hat, ist hier folgende: 

(1) Hay Mat _@, 
a’ + y* b 


Oben in 233 ist gezeigt, wie man aus einer solchen Glei- 





chung #, d.h. u findet, daß man beliebig viele solcher 


Formeln für t entwickeln kann, welche Formel für it sich in 
einem vorgelegten Falle gerade am meisten eignet, wie man 
diese direkt erhält, welches der Zusammenhang unter den 
Formeln für t ist usw. Es ist nun auch die Frage von 
Interesse: In welche beiden Gleichungen ist eine ho- 


mogene symmetrische Gleichung des vierten Grades 
20* 
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z. B. (1) [oder allgemein 233 (7)] zu zerlegen, damit sich 
eine bestimmte, aus jener Gleichung (1) hergeleitete 
Formel für £ besonders eignet? 


Aus (1) erhält man leicht: 
ne a—b+r 2a—bEr 
Ve 6b—a - VYorur- Ver 


4a—b-+r V r—b V r—b 
—4a+Tb-+r Sat3a—3r 17r— 48a —b 
Wie diese Formeln gefunden werden und welche Bedeutung 


sie haben, übersieht man nach dem Öbigen, insonderheit nach 
den Erörterungen in 223 leicht. 
































Nimmt man beispielshalber einmal die dritte Formel 


\ X 2a—b-+r 
(2) u au aa 
so wird diese en nur eine andere Form der Gleichung 


(1) sein. Soll nun diese in möglichst einfacher Weise erfüllt 
werden, so wird man setzen müssen 


2+y=V2a—b+ $ 
je —y —V2a+ bb—r 

So wird die Gleichung (2) und folglich auch die Gleichung 
(1) erfüllt. Aus diesen Gleichungen (3) ist r zu eliminieren 


und das Resultat mit (1) zu kombinieren. Aus (3) hat man 
darnach 











(3) 





®+y=2(a+b). 


Jetzt transformiert man (1) mit Hilfe der korr. Add. (I. 18) 
so, daß rechts 2(a + b) erscheint, nämlich 





ray tyN)latW’  . ___ 2a a 
Hay +HYy)aty’at+y) 2a+b)’ 
@rry NM atyW 2a 





2a?’ +32y+2y) (a +y) 2a+b) 
Dies, mit (4) multipliziert, liefert 


tat EtN 9, 
22° +3a0y + 2y? f 
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Damit hat man die erste der gesuchten Gleichungen. Dividiert 
man diese durch die Gleichung (1), so erhält man auch die 
zweite, so daß | 

(@+ay + y?)(a +)? = 2a(20°” + 30y + 2Y°) 
6) | x + yt = 2b(22° + 3xy + 2?) | 
die beiden Gleichungen sind, in welche die Gleichung (1) 
zerlegt werden muß, wenn die Formel {,,,. in (2) zur An- 
wendung besonders geeignet sein soll. Die Lösung von (5) 
folgt dann aus (3): 


»—-(V2a—-db+r+Y2a+5b—n) 
y-!(Va-b+r—V2atbb=n). 


Im Grunde bestand diese Zerlegung nur in der Be- 
stimmung der Größen a und b aus den Gleichungen (3) 
und (1). Zu dem Zwecke war zunächst r zu eliminieren, wie 
es in (9) geschehen ist. 

Auf diese Weise wird man für jede der oben für # an- 
gegebenen Formeln leicht die beiden Gleichungen aufstellen 
können, in welche man die Gleichung (1) zu zerlegen hat, 
damit ein bestimmtes ? besonders anwendbar ist. 

Für die fünfte Formel 


Beer 
müßte man z.B. die Gleichung (1) zerlegen, wie folgt: 
2 +ay+y?= 2a 
N y—=2b(x + a 


Man würde erhalten: 


= +(Vr=5+Y8a+ 3b — Br), &=3(Vr—b—V8a+ 30-37), 




















Für die sechste Formel 


A = rbb 
ah ln Ba 
müßte man die Zerlegung 


B* +24 +’) + y)’- “ 
x + y* = 2b 
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anwenden und erhalten 
- (Vr=5+YVITr 48a —)), 
y-3(/r =b-VIr-Ba—)). 


(«+y)(a + xy -+ Y) ul U) 


N Lienen u. 
L.1.2-(VITatb-r +Ya+ rd) Vz? 
ee A/r —atb 
-1(YITa+b-r Yard.) Verb 
r—Va? + 34ab + DR. 2. 











Für die vorliegenden Gleichungen ist # zu bestimmen aus 





(1) etwa tayty) _0, 
a) ry Ya 


Man findet aus dieser Gleichung folgende Formel für t: 


% Vrr & Ve 















































Ve ee 

Von 
"Vroersn SV 
VE Ve 














aa r (a —b-+r) a?(a + 17b-+-r) 
= Var 12. Ve a+b-+r) a Ve 


r = Va? + 34ab + b?. 





Die ersten sechs Formeln sind, wie man nach 233 d) 
leicht erkennt, die für # mit den Indizes 
TS -yatryar,ayartayty, a—aytat; 
in 235 ist angegeben, wie sie gefunden werden. Die 
siebente Formel folgt aus der dritten, wenn man das r des 
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Nenners in den Zähler schafft und das des Zählers in den 
Nenner, also mit | 
Batb-+r 

a+5b-+r 

unter der Wurzel multipliziert und nach ausgeführter Mul- 
tiplikation wieder durch dieselbe Größe dividiert. — In ähn- 
licher Weise werden die drei folgenden Formeln 8, 9 und 10 
aus den Formeln 4, 6 und 5 abgeleitet. — Die 11. Formel 
ist {* und wird nach 236 gefunden, nämlich aus der Mul- 
tiplikation von 2 und 5, oder von 1 und 6, oder noch ein- 
facher von 5 und 6. — Die 12. Formel folgt aus der Mul- 
tiplikation der ersten und zweiten, die 13. Formel aus der 
Multiplikation der neunten und zehnten Formel. 

Diese verschiedenen Formeln für t können sich nur dann 
so einfach gestalten, wenn im Zähler und im Nenner bzw. 
von t,,, und f,_, einfache Buchstaben a und b stehen. 
Dies ist dann stets der Fall, wenn («-+y)’ und (2 — y)? 
bzw. Faktoren des Zählers und Nenners der linken Seite der 
homogenen symmetrischen Gleichung des vierten Grades [hier 


von (1)] sind, deren rechte Seite z ist. 


Dies wird dadurch bewiesen, daß man aus der allgemeinen 
symmetrischen Gleichung des vierten Grades 
(2) (eu +2yay+ay’) ma? +2pay-my’) _ a 
(Part 2dey+PyP) mat 2geytny) 5 
die Darstellungen von {,_, und f£,,, sucht: Man erhält, 
indem man nach Nr. 235 zunächst u und aus u weiter £ 
bestimmt, 
4 up r— (Pn—dya+ (em+ypb 
ae RN PHNa— (mtp)(etyb 


























f  _YM-MEe-NdE-R- DB Na 
a r + (Bn — dg)a — (am — yp)b 
r=V((ön + PBgda—(ym-+ «p)b)’ + A(lamb — Bna)(dga— ypb). 


Soll nun der Zähler im Radikanden von t,,, kein b, 
der Nenner im Radikanden von ?,_, kein a enthalten, so 
müssen die Gleichungen stattfinden: 
B= u ICH u | 
R+NB+ IN —0 
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Diese werden erfüllt durch 
Mm g=—n. 
Der Allgemeinheit der Gleichung geschieht kein Abbruch, 
wenn wir m=n=]1 setzen. Dann erhalten wir 
(3) (ax +2yaytay)acty)’ _ a 
Bar +2dayHPpy)a—y’ db’ 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Wie die Zahl der Darstellungen von £ überhaupt endlos 
ist (s. Nr. 233 d)), so ist auch für Gleichungen der hier auf- 
gestellten Art, d. h. solche, welche links im Zähler einen 
Faktor («+ 9)”, im Nenner einen Faktor («— y)? haben, 
die Zahl derjenigen Darstellungen von t unendlich, 


welche im Radikanden den Faktor -- haben. 





Aus zwei beliebigen derartigen Darstellungen, z. B. der 
siebenten und achten Darstellung folgt nach dem KS. (s. I. 19) 


(4 ‚ _Ye.@+554Nnmta-Ttne 

A b (b+5a+rn)m+ (Tla—b—r)p’ 
wo man für m und p» beliebige Zahlen setzen kann. Setzt 
man 1) m=2,p9p=-—1; 2) m=2,p=1, so erhält man 
bzw. die neunte und die zehnte Darstellung von {. Man gelangt 
am einfachsten zu der allgemeinen Darstellung von Z, welche 





im Radikanden den Faktor en hat, wenn man nur die Dar- 


stellungen von ?,,, und t,_, benutzt. Man hat aus diesen, 


d. h. aus der zweiten und der ersten Darstellung, 


Ve a ya 
er hear rd baya 


daher allgemein nach dem KS. 

















r a 6b-m+(a—b-+r 
2 Ve een 

Setzt man hierin m+p statt p, m — p statt m, so 
erhält man die Darstellung in (4). Setzt man 1) m=]1, 
'p=1; 2) m=-1, »=1; 3) m=3, y= Kaya 
p=53, so erhält man bzw. die siebente, achte, neunte und 
zehnte Darstellung von £. 
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Nur die zwölfte Darstellung von ? ist in den allgemeinen 
Darstellungen (4) und (5) nicht enthalten; sie trägt einen 
anderen Charakter (vgl. Nr. 236). 

Die folgenden sechs Aufgaben sind nach der in 297 
angegebenen Weise gebildet, indem auf jede je eine der 
obigen Formeln für t (11, 7, 4, 7, 8, 13) besonders paßt. 


en er ae 
Le W@ — xy + y?) = 12b 


L.2=5(/lTatb-r+Ya+1Tb—r) 











- -(/Mla+b-r—Yatlıb-r) - 
r = Va? + 34ab + b. 





























300 RE EN FR 
" Ley — y”’ =b(e + xy + y*) 
u 15 VeaHtst Hr +VbBeHtiHr 
2y2(a — b) 
‚ r wie oben. 
ae Vata+5b+r— yböa+b—r 
i 2y2(a — b) 
2 =y—V. 


301 SEN ”y N 
BE — 2y+ y2)(@ Sc y)? Mi. 3. (a? N y) 
L.1.2-,(VTa-d+r+yTb—atr) 
= (Vra-brr-yTbzarn) 
aD FRYHN) _ 548 
(e? + yY) (a? + xy-+ y’) 


@— y)* nr 
(+ ya + xy + Y°) 


L. 0 — (Ya(a +5b+r)+YVb(da-+b-+r)) | 
— (Va(a +5b+r) — Voöa+b+n)| 


‚r wie oben. 














302. 








r wieoben 
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Da in den gegebenen Gleichungen nur die Quadrate von 

a und 5b auftreten, sind die in den Lösungsformeln auf- 
tretenden Größen a und b, die als Wurzeln von a? und b? 
in die Rechnung eintreten, doppeldeutig. Demgemäß enthält 
die Lösung der Aufgabe im ganzen 16 Wertepaare für x und y. 
Man findet zunächst 

 E 

NE ab. 
h WIE HER 


2 





€ A 
zy(2® — zy + y?) 


eTM@—ayTrYN) Gy 
zy(@® + xy + y°) 


er (Va(a—Tb-+r) + Yb(Ta—b—r)) 


y=- (Va(a—Tb+r)— Vb(Ta—b—n)) 


Man findet hier zunächst (x? — y?)’ = babxy. — Auch 
hier sind a und b als Wurzeln von a? und 5? doppeldeutig. 


2ErwWa FeytY) 9,8 
(@”— xy + y?)’ 

2 yw—ayHY) _ 975 
(@’ + xy + y°)’ i 


L. = (Ya?(a +17b-+r) + Vb?(17a +b+ r)) 


y- (Va? (a +17b+r) — Vb?(17a +b-+r), 


r wie oben. 


303. 











‚r wie oben. 











504. 

















In den Lösungsformeln stellen hier die Größen a und b 
die Kubikwurzeln aus a® und b° vor, sind also an sich drei- 
deutig. 


(©-+ y)(a® + y) — 4a 
> (aa) — 5 


L. #- 5(VTa—95 + 3r +YTb— 9a + 3r) 














y-(VTa I +3r -VTb- 9a + 3r) 





r=YV9a? — 14ab + 92. 


B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 315 


Für t findet man hier folgende Formeln: 


1. a: Ah, 2q ö 
3b—3a-tr 

































































a A 

5. Ve nn 6. Vs er 7 

Ele > Vin 

2 Vinizrarn 10 Viaarasen 
ae a a er 





r =V9a? — 14ab + 90°. 

Diese Formeln werden auf entsprechende Weise gefunden 
und auseinander abgeleitet, wie die in 298 angegebenen. — 
Für die nachstehenden Aufgaben ist jedesmal eine dieser 
Formeln (3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 15) besonders geeignet. — 
Wären die Formeln für # nicht schon entwickelt, so würde 
man in den vier nächsten Aufgaben sehr leicht zur Lösung 
gelangen, wenn man xy und x? + y? zunächst bestimmte. 

F ty@+y) = “dd 
306 

(8 — ya’ — y’) — bay 


L. 2-0, 4(Ya-3b+r +V3a—b—n) 


y-0,4(Vya-3b+r—-V3a—b—n) 


r<Y9a? — 14ab + 92. 
Man findet hier zunächst 2(2° +?) zy= (a—b)- xy, 
hat also, abgesehen von 2y = (), t.: 








+, anzuwenden. 


(«+ y)(@® + y’) = ale +?) 
an ee 
Dez=0) ı(Va—3b+4r+yV5b—3a 3a-+r) 


y—9, +(V5a—-3b+r— Vbb—-3a+r) 





‚rwieoben. 








316 B. Schwierigere Gleichungen homogenen Charakters. 
Man hat zunächst 2xy - (x? + y?) = (a — b)(2? + y?). 
©” —- ayty=u 


308. 











L.<= (VTa-96+3r +Y3a+ 3b—r) 
—  (VTa—9b+3r — Y3a+ 30—r) 


en en] 


© +ay+yY=b 


at (V3a+ 3b—r + YVTb—9a-+3r) 





r wie oben. 











‚ r wie oben. 











Y— (V3a+ 3d—r— VTb—-9a-+Br) 


Die Lösung dieser Aufgabe muß aus der vorhergehenden 
folgen, wenn man y mit entgegengesetztem Zeichen nimmt 
und a und b miteinander vertauscht. 


+ N’W°+ Y°) 














= 2 BR 
3 @tytsetn " 
310 8 (3 8 
B-W@—Y). _y 
@® — xy + y’)(@® + y°) 
L. «= 1 (Ya(da- b+r)+ Yb(8b-a+r)) 


‚r wie oben. 








- 1 (Vaßa-b+r)— Vb(8b-a+r)) 


Die Größen a und b stellen hier, wie in den beiden 
folgenden Aufgaben, die Quadratwurzeln aus a? und 5? vor, 
sind also. doppeldeutig (vgl. 302). 

erWÜHYN) _ 4 

22y(@® + 0y+ y) 

Ey 
L20y(@® — xy + y°) 


L. 2= ; (Vaßa—5b-+r)+YVb(da—3b—r)) 


y-  (Yaßa-5b+r)—Vb(da—3b—r)) 





311. 











‚r wie oben. 
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en DR +M)Re+w’— 2a +ay+ = 
La? — y’)l® — y)? = 20° (a0? — ay + y?) 
L.2—=0,,Vaßa—3b+r) + YVb@b— 3a + n)) 


y=0,; (Vaßa— 3b +r)— Vb@b—3a+r)) 


y wıe oben. 


rad _ 843 
(© + 2y + y?)’ 

E — y?’)(® = YA 

(@ Aa . 


L.  (VaQa— Tb + 3r) + VbIb— Tat 3r)) 
= - (VarIa— 7b + 3r) — Vb?(9b— Ta+ 3r)) 





























r wie oben. 


a und b treten hier als Kubikwurzeln aus den gegebenen 
Größen a? und b? auf, sind also (vgl. 304) dreideutig. 
SR Er na a Fe ‚] 
u - Ya y)=b 
De Va—3b+r-+ V3a—b—r 








Fe 1 en 
2Vr—a—b 1 h 
ee 5 NE SR ER I Y wıe open. 
Va—3b+r—yV3a—b—r : 
"Az 4 rg 
2VYr—a—b 


Hier ist zur Darstellung der Unbekannten f,.,, an- 
gewendet. 





C. 


Gleichungen von besonderer Form. 


= +y)(& + 2y)(x + 3Yy) = A 
315. 
22 +3y=b 


—:(b— Y53+4r), y-V5BR + Ar, r—YVda + bi. 
3 3 


318 C. Gleichungen von besonderer Form. 


Die Faktoren der ersten Gleichung links bilden eine 
arithmetische Progression. Die Differenz ist y. Diese ist 
zu suchen, also x zu eliminieren. Man erhält 

(b— 3y)(b — y)(d + y)(d + 3y) = 16a, 

woraus Y% gefunden wird, wie angegeben (vgl. I. 374). — 
Man kann auch das Produkt des ersten und des vierten 
Faktors (oder das des zweiten und des dritten) als neue 
Unbekannte einführen, also z. B. 2 +3xy=z setzen und y 
mit Hilfe des Quadrats der zweiten Gleichung elminieren. — 
In Worten lautet die vorgelegte Aufgabe: 

Wie heißt das erste Glied x und die Differenz y 

einer arıthmetischen Progression von vier 

Gliedern, wenn das Produkt derselben den 

Wert a und die Summe derselben den Wert 

2b hat? 

Für eine arithmetische Progression von fünf Gliedern 
ließe sich ganz dieselbe Aufgabe lösen. In diesem Falle 
würde das mittlere Glied bekannt sein. 


Für a 880, db 13 ist «= 2, 11, , (13— 10609); 
y- 3, — 3, 3Y1609. 


(a +y)a + 2y)(@ + By) = a 
2 | (22 +3y)y = b | 


b— 3,2 1/Sa+50b?+4r 
IR = Gergeret Y fe: 


r—=Y(4a + b%)(a + 09). 

Auch hier ist wiederum y zu suchen, indem x eliminiert 
wird. Man multipliziert zu dem Zwecke die erste Gleichung 
mit 16y', also links jeden Faktor mit 2y, und setzt überall 
aus der zweiten Gleichung b— 3y? für 2xy. Das gibt 


(db — 3y°)d — yP)lb + yP)(b + 39?) = 16ay* usw. 
Auch diese Aufgabe ist leicht in Worte gekleidet; sie 
würde etwa so heißen: 


Für eine arıthmetische Progression von vier 
Gliedern ist das Produkt aller vier Glieder 


‘ 


n 
(9) 








C. Gleichungen von besonderer Form. 319 


gleich a, die Differenz der Quadrate der beiden 
mittleren Glieder gleich b. Wie heißt das erste 
Glied und die Differenz der Progression? — 
Das erste Glied ist x, die Differenz y. 


a = 6160, b= 57 geben a- +5, +8V3; y- +3, F,V3- 
Dazu kommen noch vier imaginäre Wurzeln. 


Sr > +y)(2 +2y)( +3Y) = J 
l. z 
@+y’+@+2y)’—=b 


L. 2, (V20-: yP—3y), y- —] 33% r—=V5a-+b?. 


Auch hier ist wiederum % zu bestimmen. Man multi- 
pliziere in der ersten Gleichung die beiden inneren Faktoren 
miteinander und ebenso die beiden äußeren. Multipliziert 
man dann noch mit 4, so kann man aus der zweiten Glei- 
chung leicht 


22°? +6x0y = b — Dy? 
substituieren und erhält 
(b— Sy’) — y’) — 4a. 


In Worten würde diese Aufgabe etwa lauten: 


Es wird das erste Glied und die Differenz einer arith- 
metischen Progression von vier Gliedern gesucht, wenn 
das Produkt der vier Glieder gleich « und die Summe 
der Quadrate der beiden mittleren Glieder gleich D ist. 


a=360, b=41 geben «=t+3, +6, SV = 


iR +1 Her 




















re et 
Eyilu .; 
318. It ytat_ 
En: | 
L Eermorarberer ee 
a (=D) Im .ualarah) 





r = V4a(®+b+1)+ (8a — b)(Bb — a). 


320 ©. Gleichungen von besonderer Form. 


Mittels korr. Add. erhält man aus den gegebenen Glei- 
chungen zunächst 











(a) 2 +2 +y+e+y? _at+l 
@—y)a+y+1 nl 
(2) 2 Le Veen 
(8 rl) MD 


Die Division dieser Gleichungen durcheinander gibt 


ee 

also z+y—1 (a+1)b —1) 
ab—1 
eh a et 








Jetzt ist noch 2 — y zu at am einfachsten aus (1) oder 
(2) nach 242. Man erhält 


(a _ 2 9 —=(a+1l)b +1)+r usw. 


Für a= 1, = it 2-47, 13; y-—27, 7, 


al | 
Mu) 
2 +y° 
L. x und y sonst wie in 318, nur 


r=YV4a(®+b+1)+(a+b). 











zty=a 
320. en 
Be ty > 
L.2=-(a+n), y--(a—n) 


r-Vo-1(4-2) 


Die Lösung dieser Gleichung kann durch eine trigono- 
metrische Substitution bewirkt werden. Setzt man « = sin$, 
y= sinn, so hat man sofort 

sin&+siny=q cos(& —n)=b 
Den aus der zweiten Gleichung fließenden Wert von 8—n 
setzt man in die erste Gleichung ein, die man zuvor in die 
Form | 





2 sın —4M 





Fr re Bam! 
CORE 
gebracht hat. Aus dieser Gleichung finden sich zwei einander 


Fam 


zu zwei Rechten ergänzende Werte für °,, die man mit 


C. Gleichungen von besonderer Form. 321 


dem zu ihrer Herleitung benutzten Werte von De zu kom- 
8 — 
2 





binieren hat. Für N selbst aber kann man zwei durch 





das Vorzeichen voneinander verschiedene Werte nehmen, 
demgemäß erhält man für die Unbekannten im ganzen 4 
Wertepaare, entsprechend dem auf algebraischem Wege ge- 
fundenen Resultat. 


syI-y4sViI-e-,| 


320,. 703 = 
a 
20ER 7 
720 
YT957 29 
sınE y= sinn 


u er Pioeirpr sing + sinn—2sin® } N 005° — 2 "5 


(£ +), — 59,8625° = « &E+n),= 120, En RE 
cs(E + n)=YV1l-— sin?(8 +n)= De 5) Eee 
































(5) = 126 
oe 
. (E+N 1—cos(&+n) 725 19 33 
sın (>) = UV oe ee m 
2 2 2 5y58° 5y58 
364 
E 1+— 
cos (+7) Er Eh TaDrORRE, JSHmyE 19 
2 2 2 558’ 558 
— 703 37 9 





1450 .sin 7 5y58’ 5y58 


2 
sen —n es 644 





cos(& — n) = 2cos 

















SU HRRNTITER 
e= 1— cos(& — 9 37 
sin =, & + —, —— 
2 2 5y58° 558 
a re 2:.33.9 297 
sin& — sinn =2cos° sin —— — de rg ke mslerg 
703 
ER +sinn= FE 
Er 1000 406 
ee 150% 1150 
208751000 
Va 9 15041150 
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322 | C. Gleichungen von besonderer Form. 


a | ee; 
lv+Vvazsa=9-J 


ve +y 4a VI) 
„-1(vd+s=@-aVI>) 


Man schaffe aus beiden Gleichungen die Wurzeln fort, 

















so findet man leicht 2° + y? und xy. — Setzt man #=sin$, 
y= sinn, so gehen die beiden gegebenen Gleichungen über in 
$+n son 
2,008 TO cs (&+n)=b. 


Durch Einsetzung des für &— n aus der zweiten Gleichung 
sich ergebenden Wertes in die erste findet man einen Wert 
für &+n, der dann mit dem zu seiner Auffindung benutzten 
Werte von &—y zu kombinieren ist. Zu die Größe &— 9 
finden sich zwei durch das Vorzeichen . voneinander ver- 
schiedene Werte und zu jedem dieser beiden Werte zwei 


Werte von °-_— , die einander zu vier Rechten ergänzen, 


das gibt im ganzen für die Unbekannten 4 Wertepaare, 
entsprechend dem oben angegebenen auf algebraischem 
Wege gefundenen Resultat. 

Auf Grund bekannter Formeln für sin&+sinn und 
sin&— sinn kann man dann auch die Werte für die Un- 
bekannten auf die Form bringen 


<= sin — (E+n)- cos - (6m) + cos, (&-+n): sin > (E — n) 
y-sin, (&+m)-cos, (6—n)— cos , 5+9)-sinZ (&—y). 


ty=Aa 
san, VI-#®+y1-yY=b 


1.2 1(a+0V, Fi =) 


N rn 
er 3(a- DV ar - 1): 


C. Gleichungen von besonderer Form. 323 
Auch hier ist eine trigonometrische Lösung möglich. 
Setzt man 2=sin&, y= sinn, so gibt die Division der ge- 
gebenen Gleichungen durcheinander tg u ,‚ die Addition der 
-quadrierten Gleichungen liefert cos (& — n). 
cty=4 | 
: er AS 


L. ae 7 1) 
alt) 


Durch Einführung der Größen u = n = = läßt sich die 
Aufgabe auf 321, zurückführen. 
a8 Be Full r 1 
V.l-y)+Vyl—-a)=b 
L.2<=s(1+aV1 -® +0y1-a) 
y-;,(1+aV1-#» -dyI-a). 
Die Differenz der Quadrate der Gleichungen liefert 
(1) 1—-2(&+y) +4ıy= a? — b. 


Isoliert man in der ersten Gleichung die zweite Quadrat- 
wurzel und quadriert, so ergibt sich 


2 +y—2aVasy=1- a‘. 
Diese Gleichung ist mit (1) zu kombinieren. Das gibt x + y 
und Vıy. 
Auch trigonometrisch kommt man hier sehr leicht 
zum Ziele. Man setzt 


321 








(2) A EINnaE: y= sin?n. 
Dann gehen die gegebenen Gleichungen über in 
cs (& —n)=«@ 
( Be 
sin (&+n) 
Daraus folgt weiter 


(4) sin&E-m)=Vl-a, cos&E+mM)=-V1-—-B. 


ale 


324 C. Gleichungen von besonderer Form. 





Nun ist 
sin’E — a u 
- (1 — 008 (&E + N) cos (& nee sin (8 zwe/)E sin (& — N) 
m 1 — cos2n 
sın’y = N 


— Se — cos +n)-ces&E —n)—smn$+n-sin&—n)). 


Setzt man hierin die Werte aus (3) und (4) ein, so hat man 
sofort die Unbekannten selber. — Bei der Doppeldeutigkeit 
der Quadratwurzeln ergeben sich für die Unbekannten vier 
Wertepaare. 


a eeryert- 
>. |, er a 
L.2= (Vi ta) +b)+Y( -a)(L—Ö)) 
v-;VÜU+A +) -VÄA-aA-D). 


Die Größe 5, die als Wurzel aus 5? auftritt, ist dem- 
gemäß doppeldeutig (vgl. 302). Die Gleichungen liefern 
also im ganzen acht Paare von Wurzeln. — Zunächst findet 
man hier 

















2ay=a+tb +yY=1-+ab. 


Daß man auch diese, wie die beiden folgenden Aufgaben, 
sehr gut trigonometrisch lösen kann, übersieht man leicht. 


LADE A 


1 er = REEL ır 
Va VB 


Aus der Differenz der Quadrate ergibt sich x — y=Y a? — 0. 
Jetzt ist nur noch 2 + y zu suchen. 


325. Be IV ] 


L. & und y wie in 323. 
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Die Division der zweiten Gleichung durch die erste 
Gleichung liefert nämlich die erste Gleichung in 323; denn 
es Ist 


@yi-yp+yVi-@)ay+VÜ=A- N) 
- Vi -atyyip. 


Diese Gleichung enthält, wie leicht zu sehen, den bekannten 
Satz der Trigonometrie: 





sin (6 +7): cos(&— m) 4 (sin26 + sin2n) 
— sındcos& + sinn cosn. 


Man hätte daher statt der gegebenen Gleichungen auch 
die Gleichungen 323 setzen können. 


Er ee] 
ee EV ea — 28 
Peer vie Bi byl a VI ayl- 0 Tab 
Y-ayl-e VI oe, Vı-ayi-Brab. 


Man setze <=sind, y=siny, a=sine, b=sinß, 
dann hat man 











sin(& + n) = sin2« cos (8 — n) = cos2ß 
E+n)—20, an 2a (6—-n)=2Pß, —2ß 


g=a+Pß, @«—ß, = — (aß), > —-(e+Pß) 
„=a—-ß,a+ß, > —(a+ßB), 7 —(e—P), 
woraus sofort die oben angegebenen Werte für x und y folgen. 


Ve 
ZyeZzeyezy ay-n — 20 / 


1. „VRR RE Fey 


325,. 

















Y 





A a N IE ee 
p ? “ 


326 C. Gleichungen von besonderer Form. 


Man setze =psin&, y=psinn, a=psin«e, b=psinß 
und verfahre entsprechend wie in der Aufgabe 325,, so erhält 
man zunächst 


E=oa+ß,n—-(B-0), 2 — (aß, =—(etB) 
n=-ß—-a,n—-(e+ß), (B+a)- 5,5 —(«a—B) 


und daraus die oben angegebenen Werte für & und y. 








ie ee 2 
396 ee 
x dl) 
VE 
L ati RE =V b—1 
REN en 
Man setze 
YEm 
Dann wird wegen der ersten Gleichung 
s+1 
Sa — (AV. 


Man hat also « und y, wie angegeben. Um v zu bestimmen, 
hat man die für x und y gefundenen Ausdrücke in der 
zweiten Gleichung zu substituieren. Das gibt 


Saw Are ) 
307 1902 
woraus v, wie angegeben, folgt. 
Man kann auch 


1 1 
en er und ee 
als neue Unbekannte einführen. Quadriert man die erste 
Gleichung, so erhält man für « und v die Gleichungen 


MT a a ge p u— 2 


EEE, v—2 vIı See 














aus welchen sich « und v in der gewöhnlichen Weise be- 
stimmen lassen. — Auch durch Substitution, indem man aus 
der ersten Gleichung x oder y bestimmt, muß man zum 
Ziele kommen. 


C. Gleichungen von besonderer Form. 327 








2 13 = 
Setzt man 4a = 3, d= 55, 50 erhält man 
1 
w=3,; 
Ei 
Y2, y. 
z 4-4) 
| 
32T. ß 3 | 
e+c-+1 - 4) 
ey Wi y tn) 
1 1 
L. 2, BD — 5, Ber 
1 E 1 
y=35, N ge 


Man findet hier zunächst nach der vorigen Aufgabe 


er, 
ee 





Er ne-n)] 























328. +1 _ „(ee | 
ey! 
L. <& und y wie in 326, nur 
ar Sy age nr REN ER RER 
e-VIEZD, „= VO DE + Saba — 1] 
I 
y+1 (=) 
529. a—1 x — 1\ 
yP—1 5, ,)_ 


L. <& und y wie in 326, nur 


say nng Ka LT 
a°+ 13 r-V Dura ir 














7 a’—b 5 
are C—) 7 
Ba oe | 








330. at — a? + 6? EEE. ® 4 ; a ; (5). 
N Bars GH 
L. & und y wie in 326, nur 
v-VEED, „Ya — dj + Bla — Ti 


ie 


N 








328 C. Gleichungen von besonderer Forn. 


Diese Aufgabe geht aus der Aufgabe 328 dadurch hervor, 
daß man dort ab statt b setzt; die Lösungen beider Auf- 
gaben lassen sich demnach auseinander ableiten. 


N 




















331. N 
y®—1 y—1)_ 
L. & und y wie in 326, nur 
RT SIEH Pr A 4 
eV AZIFT, „= yio(@ DL Iabla 1) 
b+yaet=cka&+y'+ = 
332. 


1 
(b+ Jy! bir — y)' — zus 
alyT’b—c+Yy7rce—b) alYrb—c—yre=b) 
Dar u - 

















RVblte— Dr e(Tb — 0%+ 3(b + YlTb — oO) (Te—b). 








2.2=(, Vs 
[67 
q hr Sc HE, 0): 
. EEE 


Die Addition der Gleichungen liefert 
2b — Jay + y) = 3(b + Jay. 
Diese Gleichung zerfällt in 
Se 2) y=0 3) 2b — ce) +y)=3(b-+e)ay. 
Diese Gleichungen sind einzeln zu kombinieren mit einer der 
gegebenen Gleichungen oder mit der durch Subtraktion dieser 


Gleichungen zu gewinnenden Gleichung. Aus der Gleichung 35) 
kann man das Verhältnis der Unbekannten finden: 
ze +y? 3b+0 c+Yy Zle * 

2  AbB— cyan. Tc BD 


Te 








also 
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= ea +y+ at 














Da. 1 
ebay na 
Beat) he 1) 
EC a 
(-V 8c—1 at 





Viob ei) £ TI 

Man addiere die Gleichungen und mache die in der 
Lösung angegebene Substitution [233. (12)], so findet man t. 
Um A zu bestimmen, mache man die angegebene Substitution 
in der Differenz der gegebenen Gleichungen. 





+y=3 
a Pa 


L.x=3,2,—(6+:Y55) 
y-0,1,5(1-iV5). 


Nach 142 bestimme man hier zunächst z& — y. — Diese 
Aufgabe ist gebildet aus der Aufgabe 143. Man hat darin 
allgemein 

x — m für «, y—n für y 


zu setzen, so erhält man 
csty=a+m+n 
B — mn" +(y— nn) = 3 
Am einfachsten wird man daher zunächst 
@-m)--n=-: 
bestimmen, also wegen der ersten Gleichung 


a-+z da—2 
le N Vera at, Yan 5 
in der zweiten Gleichung substituieren. — Für die vorgelegte 


Aufgabe hätte man 
ur) 

N a Mn Ke 

a 


> 
ii 





3 2 
‚„y+1= = T_UW, 





330 C. Gleichungen von besonderer Form. 


Oder man setze »—- l=u, y+1l=v, so verwandeln 
sich die gegebenen Gleichungen in 


utv=3 | 
un 
Diese sind nach 143 leicht zu lösen. — Man kann auch eine 


Unbekannte eliminieren und erhält für die andere Unbekannte 
eine Gleichung von der Form I. 365 u. f. 


x | t+y=19 ] 
a 
L.x=12, 10, 11+:Yy55; y=17T, 9, 8-iyV5. 


Man schreibe die erste Gleichung so: (2 — 8) + (y—5)=®. 
Es ist demnach zu setzen 2 8S=3+2, y-5=3-.2. 


Das gibt 2= +1, iV55. 


334 j Kae | 
> | (2 TE + (y—4)t = 257 


L.2=11, 6, (17 +4 iV79) 
y=»,0, (5 +:V79). 


RS 
(+1) + (y— 2) = 211 


L.2=-2,—3,(-1+3iY3) 


339. 


y-0, 5,-(5-3i93). 


Auch hier setzt man (e + 1) — (y— 2) = 2 und bestimmt 
zunächst die neue Unbekannte 2. 


Be 2 +y=350 | 
9° (a — 14) + (y— 12)5 = 244 
L.x2=17, 15, 16+43;; y=13, 15, Jen 


Man hat @«— 14) + (y—12)—4, setzt also = — 14 
—-2+3,y—-12=2—2z. Das gibt 2= +1, +38. 
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336 | aan | 
2-16) + (18 — y%= 276 


L. 2 19, 18, — (37 + iY51) 
y-11, 10, —(21+iY51). 
Man hat © 16=2(5+2),13—-y=5,(5—2). Das 
gibt zunächst z= + 1, iy51. 
ty=4 2 
SP ek € en ih Dil en 
L.2-=4,3,5(7+Y5) 


1 Pa 
y=(, ß (1 — y5). 


ce ty=4a 
328. | 


331. 


Ymta+ynFy=d 


1 1 
L.e=.,(d+2°— m, Tl 





z=YV2r—3d?, r=Y2(a+tm+n+dt). 
Der einfachste Weg ist hier, zunächst die Differenz der 
Wurzelgrößen zu suchen. Man setzt also 








(1) Vm+x _ Vn = Yy =z, 
hat mithin wegen der zweiten Gleichung 
Ym are 3 2 


(2) 


c2 


Dies zur vierten Potenz erhoben und addiert gibt mit Be- 


nutzung der ersten Gleichung 
m+n+a=z(di +62 +2). 


Hieraus ergibt sich z; dann folgen aus (2) die Un- 
bekannten selber, wie angegeben. 
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c—-y-|1 S 
Be var: N age) | 
L. = 10, — 5, (8 — 69:55) 


v9, —6, „(3 — 69: VB). 


2 —y—= DO 
40. f Gr TerTE Dre | 
Va ne ra 
L. == 100, 106, - as 
y—50,,.— 225) (1152 Bye 


Die Summe der Wurzelgrößen ist gleich 2 zu setzen 
und zunächst z zu bestimmen. Man findet z= +5, 3iY3. 





+ a] 

341 | =” | 
rel my | 
a ee 


Durch korr. Add. erhält man leicht aus den beiden ge- 
gebenen Gleichungen die Gleichungen 


© _Vat2+Va—2 _(Vat3+yVa? 4 
: (Va+2 er Va—2), 


Y Ya+2—Yya—2 
_yVb+2—-vVp—2 _(vp+2— v2) 
4 

















ey = a = Er 
var 


Jetzt multipliziere man die zusammengehörenden Werte 


x 
von xy und y sw. 


a 
4xy 
342. | Atay' _, 


L Axy 
EN I RETEN IE TAEN 
y=(Ya—-YVa-1)(yb -Vb-1). 





ar _ { 
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ae 
1+.ay 
343. 
L 











Er 
Ii-ey » 
iR: L-rab _ vi aY(1-- 2% 
.gi= Beh : 
 1— ab —Y(1— a?)(1 — b?) 
N ee a 


a) Die hier angegebenen Formeln für die Unbekannten 
erhält man am einfachsten dadurch, daß man die eine Un- 
bekannte eliminiert und die andere sucht. Aus der ersten 
Gleichung hat man 


Dies ist in der zweiten Gleichung zu substituieren usw. 


b) Auch folgende Lösung ist sehr einfach. Man hat 
A +29) 
@-W)=b(1l-ay)| 

Die Differenz der Quadrate gibt 


(1) 


= 


4zy=a’(l + xy) — b’(l — xy)? 


me 2ze 
2X%yY .‘ War—b 


Hieraus durch korr. Add. 


Ir Y 0: 
1-24 Vi — a? 
ee 
Vi DL Va: 
Unter Benutzung dieser Beziehung liefern die Gleichungen (1) 











°Y 


2 U ayı-b’+byi-—a? ER ayı-B®—-byi-at 
ne  VERRET  RRTEN . vi—-b’+y1-—a? 
Das sind andere Formeln für die Unbekannten, dem Werte 
nach aber von den oben angegebenen nicht verschieden. 
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c) Die einfachste Auflösung ist, direkt korr. Addition 
anzuwenden. Das gibt 


A+JA+Yy) _1r0 


A—-SA—y) 1-—a 


A+Da-y)_ıi+tb| 
A-QDl+y) 1—b 








Durch Multiplikation und Division dieser Gleichungen kommt 





La 1/7 Ze 











Be (1—a)(1 — b) 
1+9 _ ı/AaFga—d 
ea -y& — a)(1-+b) 


Also durch abermalige Anwendung der korr. Add. 





„ _ yatna+d—-VU-ad—b) 
va+aaA+b)+YyA—a(ı—b) 
„_ VEHSa-H-VE=acHD, 
va+aA—b)+YyA—a(l+b) 
Schafft man die Wurzeln aus den Nennern fort, so ergeben 
sich die zuerst angegebenen Formeln. Bringt man die Werte 
der Unbekannten auf denselben Nenner, so erscheinen die 
Formeln in (2). 











(3) 






































RI 7 +6 Er 
1-0, ir! Sa a+b 
344. Des) 2 aD Te 
1-ay ir | yTT=ob ao 
=+y _ 0-1] „_ Veb-1 
I 2y on Vab+1 
345 e 
a van 
| 1 2Y b-+1  Yaryb 
ee rt L _ ab—efß ab—+aß 
ilny «a 9 gr 
346. —Y b? — p? aß—ba aß+bea 








i-y BI@ TB Lbe’ ap— ba 
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c+Y a 


Dlagye. bie 
Bay be 


1—-ıy a 





34. 


2ab —4A Ba CE FEN 
a = Ga bar oz 


a 


2 = 





— ıV(a Borna too © 


Die den Formeln (3) in 243 entsprechenden Formeln würden 
hier folgende sein: 





„ _ Ye +b+9@+5-9-Y-a+tb+N@-bH+t9 
Va+b+H9la +b—+Yy—-a+b+dla—b+e) 
„_ Vetb+9a-b +9 -YVC-atbtaat+tb-o 
Va+tb+ola —b+)+-YV—-a+b+o(a+b— c) 














(1) 

















Sieht man a, b, c als die Seiten eines Dreiecks an, so 
folgt nach bekannten trigonometrischen Lehrsätzen aus diesen 
Formeln 


(2) 


indem # und » die den Seiten b und c beziehungsweise 
gegenüberliegenden Winkel sind. — Quadriert man die 
Formeln in (1) und radiziert wieder, so ergibt sich aus der 
Vergleichung mit (2), daß für jedes Dreieck sein muß 


elir-1)- VRR 


twlir Pf) Veorea 


2+y _34 EEE 
Brey>3l L0=5;, 3 
348. : 
u E, RD: 
Be BRTERN: 
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um h Rn 
1% 
en, 
1+2y 


—1+ab+yü and +65 
a—b / 


_ it -adb+ya Hat +bN), 
YsE a—b 





349. 











aa 


AB = 








Die den Formeln (2) in 343 entsprechenden Formeln 
würden hier folgende sein: 


„_vitt+iyite _ ayi+br bye 
Ve vi+b Eyes 
Multipliziert man jede der beiden gegebenen Gleichungen 


mit i=YV-—1, setzt dann ixe=u, iy=v, so nehmen die 
Gleichungen die der Aufgabe 343 entsprechende Gestalt 








tv ; u—v i 
zB —ı, N — 40 
1-+uv 1— uv 








an. Man erhält dann die den Formeln 343 (2) entsprechenden 
Lösungen dadurch, daß man in diesen Formeln durchweg 
a durch va, b durch :b ersetzt, man erhält 


1 (NE Nee, VE 


Ü 














Vi+b+Yita Vi+b’+Yita 
_ayi+b—byitat 
zer Bere 
eg Te) ee 
350. —yY 2 a—b 1-+ab 
1Tey Ib: Trab 


Am einfachsten findet man hier die Lösung mit Hilfe 
der Trigonometrie. Man setzt 


=1tg5 y-tgn a=tiga db=tgPß. 
Dadurch gehen die gegebenen Gleichungen über in 
tg(6+n)=tg2a 
tg(& 7) =tg2P. 
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Man hat also 
Etn=2u, 2a +x 
E—n=2Bß, 2ß+n. 


Das gibt vier Kombinationen, aus denen folst 


E=-a+ßa+ß+,,a+tß+T,c0+ß+z 

eh, Beet 

Vermöge der Eigenschaften der Tangensfunktion geben 
indessen die ersten und die vierten Werte von & und n die 
gleichen Werte für © und y, ebenso steht es mit dem zweiten 
und dem dritten Wertepaar. 


r-tg5—-tg(e + P), Sir B 


Don te D, - Be. 


Entwickelt man tg(« + ß) und tg(« — ß) und führt a und b 
wieder ein, so erhält man die oben angegebenen Werte für 
x und y. — Auch die Aufgabe 344 läßt sich auf diesem 


Wege lösen; man setze 


ic—tgE, iy=tgn, fa=tgo, ib=tgß 


=: 


und verfahre völlig in der vorstehend angegebenen Weise, 
man erhält dann die in 344 angegebenen Lösungen. 














u 20% De u aß aß—ab 
1—aıy a?’—e? — cf’ aß-+ba 
351. a DR) Re aßtab 
Iitay BB YTobLaß aß— ba 


Diese Formeln ergeben sich aus den für 350 gegebenen 
Be ormeln ohne Bee dadurch, daß man dort a 

















durch — —, b durch — 7 ersetzt: 
ty ___ 2a DR“ etbrr.2 Tab 
pP?+24 Pe RL SA Tun 
351.. 5 
—y 2b N Be) pzab 
play, p'7b° YTptab  a—b 


Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 22 
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Man setze entweder 


s=ptgE y-rtgzn a—piga b=pigß 
oder 
ic=ptigE iy=ptgn ja=ptga ib— ptigPß. 

Die erstere Substitution ist anzuwenden, wenn in den 
Nennern der gegebenen Gleichungen die oberen, die letztere, 
wenn dort die unteren Zeichen gelten. Das weitere Ver- 
fahren erfolgt dann ganz nach 350. 














EHIERATR 
„1 —ay seta 
392. ie 
ifay b+B 
L. 2 Pte Vet +) 
i a 
a ab+cß— Va +ar)(b’+P%). 
bat aß 


Diese Formeln für die Unbekannten entsprechen den in 
343 zuerst angegebenen. Denen in 343 (2) entsprechen hier 


_ U-oVE FE +O-DYeH « 


O+BYa’+ a’+(a+ a) VD’ + P° 
_ a-aVE-R—O—AVetet 


























 (b+MYVa’+ a: +(a+«)YVb’ + P 
z+y 7 5 
Bee enge 
355. wet 2 3 
itay 2» Yen 
<+Y RT EN 
954. 
+ %Y x — y a, 
er e 
SEE 2 a—b 
= a—b »-VIZ3- 


Man multipliziere beide Gleichungen mit 1 — x?y?, bilde 
die Summe und die Differenz der Gleichungen, dividiere die 
letztere durch die erstere und radiziere, so hat man y. 
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: ya 0303 ab 
L. == atd , v-ViT3: 
ty ‚io8Y_ 
1+xy ir U a, 
Rn a y_itay_, 
zu aryn 
_ ab — Ya?b? — (a + b)? 
en ee 
__ Va?b? — 4ab— Ya?b? — (a + b)? 
Ze a+b 
Der kürzeste Weg ist hier, y zu eliminieren. Man erhält 
yP—1 a(l — x?) b(1 — x?) 
Ve bs meet he 


(a+b)(1 +2) =2abzx usw. 


Aus einem der für & und y geltenden Wertepaare lassen 
sich die anderen leicht bestimmen. Sind x, und y, zwei 
zusammengehörende Wurzeln der Gleichung, so sind alle vier 
Wurzelpaare in der folgenden Zusammenstellung enthalten: 


x, x Ft Ft 
XL, X 

1 1 
Yı ze Y er 


Die gegebenen Gleichungen lassen sich auch in der Form 
schreiben: 
AA y) _ 
A+aya—y) 
Ei EA re MEER, 
A—ay)&@+Y) 








Hy werd) ag, 


2 :y 2 —Y 








227 
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Va’b’—4ab+Ya’ NN 
I rag, 


a ee EEE 











Am einfachsten wird man hier y suchen, indem man & 
eliminiert. — Die Gleichungen lassen sich auch so schreiben: 


Ffatssa—e) _ 
(1 — zy)(& — y) & 





A+29)1—y) 
d+ay)@+y 


re c+Y _2a| 
c-+ Yy 1+-xy & | 
358. 1— xy ey 2b 
—y BT U 5 | 




















a Ve+ OHM — Ve B) 
Vatoo+B+Va—-6-—B) 
_Va+ab-B-Va-bHB, 
ie 4 Er 
Va+e)6—-B+YVa—a)0-+P) 


Denkt man für die in den Gleichungen vorkommenden 























Quotienten neue Größen gesetzt, so erhält man mit Anwen- 
dung der korr. Add. nach I 155 b) oder I. 166 leicht 


ty Votes Vor 
a 
:—y „ypth-Vb=Pp, 
1-29 vVo+Bß+YVb—B 


Hieraus ergibt sich nach 343 c) die angegebene Lösung. 


a 








yet u“) 
1+xy EU Ir 
2—y N 
12. Vs Vo yez 
a—+b 


or (Vi+a-yYı+b)VIı-b—-Yi-a) 
a—b 


359. 
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Man findet hier ähnlich, wie in der vorigen Aufgabe, 
zunächst | 


ZU yI an yl a 
1=ay Yıtaryıza 

«ey _Vi+b—Vi—b 
ro 

Diese Gleichungen sind zu behandeln nach 343b). Man 
kommt da auf 





(1) 





1+2y _ Vi+b+V1—b 








also De: 
ee yi+b+y1—b 

?  Yitatfi-a+yi+btVimd 
m Vita+yi—a 








ee et 
Dies, in (1) substituiert, liefert 





are V!ta— Via 
ar y aryiton,yvi,b 
—y Weea vi 








era aryıroryao 
Mithin hat man für die Unbekannten selber: 


 Vite-Vi-a+yiH_Vi—i 
yErzZey a eyI eh yieh 

_ VHa- Via -Vir4ViE 
Vitatyizatyıto+yı=o 

Schafft man die Wurzelgrößen aus dem Nenner fort, so 

erhält man die oben angegebenen Formeln. — Die Formel 

für & unterscheidet sich von der für y nur durch das Zeichen 


von b. Dies ist auch schon aus der zweiten der gegebenen 
Gleichungen zu ersehen. 








Y 








c+Y 
Iilay * 
ii 
an 
1+x’y? 
12 tVe tr RB ULENG 202 a?—b 








I+yizap’ ® 14V’ 2a-5 
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Man quadriere die erste Gleichung, setze, um die Auf- 
gabe auf 341 oder 342 zu reduzieren, 
(1) URN Sn Fir 
RE ©Yy p?’ 
und suche mit Hilfe der zweiten Gleichung zunächst p. Aus 
(1) hat man 
a a eh. _. 





“y p RY p 
Dies in der zweiten Gleichung substituiert, liefert 
a? 1" — 2p 
1—2n Ti 


woraus p, wie angegeben, folgt. Dann ergibt sich aus (1) 
nach 341 und 342 
I-r2Y 1 | TA a 
1— ı2y Mn - VYear—ı4p 


5 29 De 
on eben u, 








1+2Y 1 
ty. 2 
uU ER 
1+x2y+ x”y? 94 
1 
1 r 


2,8 








y=5, 3, s 
+ Y 


1+2Y 
a 3 A 


Ben 
L. x und y wie in 360, nüur = 


362. 


er 
3a 





a=-, =, geben =, 2, = 4 y-=2,3 Aura 

c+% 
1+ay 
EST UR 
1-+x’y? 


== 


363. 








a—b 


L. x und y wie in 360, nur p= OR, 
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A BT IN 1 


g 
EZ 


Be: 
219 


364. 





L. x und y wie in 360, nur =! 


pad 
eur 
n.« 
I 
[8 Di 
ja 





v Ss ee 
1 
a 
AR REBeR, 
N -r By 


L. & und y wie in 360, nur 





p=2@—D+V2a@— db)’ + 2d(a — 1) 
TB IT SID ART 








Die Gleichungen haben acht Wurzelpaare. — Die Glei- 
chung, aus welcher man » findet, ist hier 


a—4a’p--2p? _ 








1—4p-+2p? 
4 7 BET“ 3 1229 
Bet erhält’ man, pP = 7, 7090: Der erste 
MUS 21 3 
Wert von » gibt die vier reellen Wurzelpaare: ©—=,,,,2,5; 
ae 03 


Y=7,3,7, 2 Der zweite Wert von p gibt noch vier 
imaginäre Wurzelpaare. 
Allgemeiner könnte man statt der zweiten Gleichung 
auch setzen 
ze +mey+tney” may ry e, 
1+ may -+n’a’y? + mia’y? + ar y! i 


ohne die Auflösung wesentlich zu erschweren. 


a DER 
1+x2y 
ER y' Ze 


rs 
L. x und y wie in 360, nur 








366. 








_ 5(a° —b) + Y5(@° — b’+ Wab(a’— 1)? 
i BR 10(a —b) 
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Die Gleichung für p wird hier 
Le 


1—5p+5pP a 
Dieselbe Auflösung würde auch noch anwendbar sein, wenn 
statt der zweiten Gleichung allgemeiner gesetzt wäre 
ey meyrnay ne yo moy Tr 
1imaytry Hnaytmary Hay 
366,. a) Da in der Gleichung 











tga—+tg 
CHE 
lınks « mit ß vertauscht werden darf, muß dies auch rechts 
der Fall sein; diese Bedingung ist augenscheinlich erfüllt. 
Bildet man nach dieser Gleichung weiter tg(« + ß + y), so 
hat man dafür die drei Ausdrücke 


we +M+tiEgrr WRtNFttige ty ha) ttgß 

1—tge+Mtgy’ 1-teßrntse? 1—-tgy Hr o)tgpß’ 
die alle drei dasselbe Ergebnis liefern müssen. Der die Form 
der rechten Seite der obigen Gleichung darstellende Ausdruck 
2 +Y 


——— muß also die Eigenschaft haben, daß, wenn man 








ihn mit der Größe z nach derselben Regel verbindet, nach 
der er selbst aus x und y zusammengesetzt ist, die Größen 
2, y, 2 in dem Schlußergebnis ganz gleichmäßig auftreten 
und demgemäß untereinander vertauschbar sind. 

Man sieht leicht, daß diese Bedingung für den in Rede 
stehenden Ausdruck in der Tat erfüllt ist. 

b) Ebenso ergibt eine entsprechende, an die Gleichungen 


sin(&+n)=sin&cosn + cos$sinn 
— sin&V1 — sinn + sinny1l — sin?& 
cos(&E+n)=cos& cosn — sin&sinn 
— cos& cosn —V1l — cos®?EY1 — cos®n 
anschließende Betrachtung, daß die oben an dem Ausdruck 


&:+Y 
Led 


zy1—y?+yY1-— a? und czy—Y1— «?V1 — y? zukommen 
muß, was auch leicht direkt zu bestätigen ist. 








nachgewiesene Eigenschaft auch den Ausdrücken 
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c) Diese Eigenschaft kommt auch, wie man leicht sieht, 
den Ausdrücken 
@ty) 
1+xy’ 
zu, die man in die Formen 


2. IV, S(iayI- @y) + iyYl- eo) 


i 1—ix-iy’üi 





zyl+y®+yyY1i-+ a? usw. 





bringen kann, ebenso den noch allgemeineren Ausdrücken 


RE 
RER ZN NR 
a er und 


De Ve , (ayaz ey ayı-@)) 


Auf diesem Sachverhalt beruht die an der 
Übertragung der Lösungen von 325, auf 325,, sowie der von 
350 auf 344 und 351.. 

d) Ausdrücke von der in Rede stehenden Eigenschaft 
werden als assoziative Größenverbindungen bezeichnet, 
kommutativ heißt eine Verbindung zweier Größen, die 
eine Vertauschung dieser beiden Größen gestattet. Die kommu- 
tative Natur schließt die Eigenschaft, assoziativ zu sein, noch 
nicht in sich, vielmehr sind für diese letztere Eigenschaft 
noch besondere Bedingungen zu erfüllen. So ist x? + y? eine 
zwar kommutative, aber nicht assoziative Größenverbindung, 
V«? + y? dagegen ist, wie leicht zu sehen, assoziativ. 








e) Die einfachsten assoziativen Größenverbindungen sind 
die Summe und das Produkt: 2 + y und xy. Diese beiden 
Verbindungen hängen miteinander durch die Gleichung 


(+ y)-2=22 + y2 
zusammen; der in dieser Gleichung zum Ausdruck kommende 
Zusammenhang wird als das distributive Prinzip bezeichnet. 
Auf dieser Beziehung zwischen Addition und Multiplikation 
beruht im Grunde die ganze Algebra. 
Die Zahl der assoziativen Größenverbindungen ist un- 
endlich; wie sich zeigen läßt, kann man zu jeder solchen 
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Verbindung eine zweite angeben, die zu ihr in einer 
entsprechenden Beziehung steht, wie die Addition zur Multi- 
plikation und ebenso zu einer jeden assoziativen Verbindung 
eine weitere, die zu ihr in einer entsprechenden Beziehung 
steht, wie die Multiplikation zur Addition. Diese Ver- 
allgemeinerung des distributiven Prinzips birgt die Möglich- 
keit einer unbegrenzten Erweiterung der algebraischen Begriffe 
in sich.*) 





a+9a+9 


d—- DA) - 


ei ine) 


36. 
Kernen 


a 
En 





Dureh Multiplikation und Division trennt man sofort 
die Unbekannten. — Über das Resultat vgl. 345. 


Für RE b=-ıstt=1ll 


A 
5? 5 





EN Benz 
a— 21 y) 
ar: | 
a2) Y) x 
a—1-+r I ar Usa 
nee 
r=YV4ab— (a — 1), r —=Y4ab — (a+ 1). 
a) Die Elimination der einen Unbekannten gibt für die 
andere eine symmetrische Gleichung des vierten Grades. Ein- 


facher und allgemeiner verfährt man, wenn man setzt 


368. 














EDER 
(1) Bey per 
also 
< w—1 v—1 
(2) rer 





*, Eine eingehendere Behandlung dieses Gegenstandes siehe 
Pietzker, Beiträge zur Funktionen-Lehre (Leipzig, Teubner 1899), 
I. Über assoziative Größenverbindungen. 
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Dadurch gehen die Gleichungen über in 


uVv—=U 
Be 





be 5: 
© 2u 2v | 
Hieraus ergibt sich 
(3) utv=r u-tv=r 
(4) P—rr =4uv=4a. 
Dann folgt aus (3) und (4) 
a 20, Ar Tier 2a 
I re 
r—r Re a, 


(BR —I— — se ee 
2 r+r 2 r-+r 
Die letzten Ausdrücke sind für « und v in (2) zu substi- 
tuieren, um & und y in der angegebenen Form zu erhalten. 


b) Man setzt 


> U 
1i— x ı 


also wegen der ersten Gleichung 





TEN a 
1oy® u° 
Man hat folglich R 
FE u—1 a— U 
9) ee Irene 


“+ a?+ (a? + 1)u? = 4abu? 
(u? + a)” = [4ab — (a — 1)?]u? 








u S(VYkab— (a— 1) +Ydab—(a+1)). 


Damit ist « gefunden. Dann folgen aus (5) die Unbekannten 
selber. 
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c) Wendet man auf die gegebene Gleichung korr. Add. 


an, so erhält man 











Were, 
| i+tay a+1l 
ru dr 
Hay b-r1 


Die Lösung dieser Aufgabe muß also aus der von 360 folgen, 


wenn man dort setzt 


= für a ar b. 


ne an 


1 


325 1 
a=2,0= 555 geben 2 — 1, Ds 5 y- ee . 





 a+nü+W_,_ 
Be 2) 1 Y) -. 
A+NatM_,| 


ee A a 
L. x und y wie in 368, nur 


b(8a— 1—a(a 3? ,. 1/baa 1’ aa 
3(0 — b) ‚=-V 3(a — b) 


369. 

















Die Lösung dieser Aufgabe folgt aus derjenigen von 363, 
wie 368 aus 360. 


Kürsa 9% be findet sich 
7 1 
Nr Ela 
also 
Ehe Be 


A+DAa+ty) 
en Fi 








a+nUry _, 
nl 


L. & und y wie in 368, nur 


Ey 1)? Be ERBE 1)? 
A Are er 3b 











Hi 
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d=a)(ı—y) 
en 
d- 2) —y) 


a+aU+N_, 
371. 





L- x und y wie in 368, nur 


r—V(a + 1? —4p, 7 -V(a — 1? —Ap, 
a Dab 71) +2V2la — 2a + TI% +8? — 1). 











Man verfahre ganz wie in 368 a). Die hier den beiden 
Radikanden von r und 7" gemeinsame Größe a +1-—4p 
wird dann u? +v°”. — Diese Aufgabe hängt mit 365 zu- 
sammen, wie 368 mit 360. 

In derselben Weise würde man auch die Auflösung 
haben bewerkstelligen können, wenn man statt der zweiten 
Gleichung allgemein gehabt hätte 


A+mstn® +ma+e)it-my+ny? — my? + y‘) 
atmet teten tm) 





A+FJAHY _ 

2) 
Are)A4yY) _ Er 
d— 2)! —y)' 





312. 


L. & und y wie in 371, nur 


4»=4a +1) + 2V2(a? — 1)? + 165. 





A+9aatM_,| 

1—%)(1— y) 
dreity) ,, 
Dat ynr: | 





373. 





L. x und y wie in 371, nur 





Bla’ —3a?b-+34—b) + Y5(a°—3a?b-+ 3a— b)’-+80a°(a’— 1)(b’—1) 
10(a —b) 





Diese Gleichung hängt mit 366 zusammen, wie 368 
mit 360. 


p= 


350 C. Gleichungen von besonderer Form. 
Ohne die Auflösung wesentlich zu erschweren, hätte man 
statt der zweiten Gleichung auch allgemein setzen können 


da +mc+na+na—mx’+x° )\A+tmy+ny’+ny’+my'+y°) 
A+mc+ne+na3+mai+ N) +my+ny’+n y’tm ytyd) 











a+dUa+N_, | 
974 d—-2)1— y) 
 |at@te te to)atytr tt) _ 
1-2 +? —- + y+YP—yty) 


L. £& und y-wie in 371, nur 





5(a?b — 3a?+ 3b — 1)+Y5(a?b —3a?-+-3b—1)?+80(a?—1) (a?—b?) 
s 10 — 1) 











Die Division der ersten Gleichung durch die zweite 


Gleichung ergibt 
AFÄ)ArY) _a 


G—-a)d—y) db 





Man hat daher in 373 nur er statt b zu setzen, um aus der 


Lösung jener Aufgabe auch die Lösung dieser zu erhalten. 





c+Yy 1 


1+2Y 2 
++ U 9) a 





day) u 








1% u—1 1+a)(a+3ab-+3b—1) 
wa “+1? , (1—a)(ab+3a+3— b) 
v—1 (1+a)(ab +3a—+3—b) 





yo PITVyda—o(lalsab ton 
Man wende auf die erste Gleichung korr. Add. an und 
verfahre nach 368. — Man kann auch aus der zweiten Glei- 
chung zunächst durch korr. Add. entwickeln 
ay Lay zen 
1—ay 2l+ayta@+y) 5d+1 
Hieraus wegen der ersten Gleichung 


2 —-y _ @+)b—) 
1—-0y d+2)d+N 
Diese Gleichung ist dann mit der ersten gegebenen Gleichung 


auf die in 343 c) angegebene Weise zu kombinieren. 
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” 7 273 B3 
Für a=,,, b=;,, findet sich u-+2, ee, 
1 BT 
AD a Be) en 
X 
Eee 
1-+-&y 


316. f R 
een) 


L. & und y wie ın 375, nur 


| Br, ne = VB -4 ea 


Man en vw und v ein statt x und y, = 5 man 


die Aufgabe 137. 
Fre LIE HYTY 
BY 











A— 242.) —-y+y°) 
| ne te ne A} | 
Til y°) R 
Be pr yo ap, _Vb—1F22 -Vb-1—2p 
Vo+i+2p+yb+1—2p ° yVb+1+2p-+yb+1—2p’ 
_ —8ab+ (a +YYBa+Ya +3) + 9° — 1)? 
2 (3a F 1a + 3) 
a) Man bilde aus den gegebenen Gleichungen durch 
korr. Add. die Gleichung 


























(1) ErWATEN, 2 ,0—1 
Eroyna u Day a1 

? ae RR! 

(2) it d+1 


Jetzt setze man wegen (2), ähnlich wie in 360, um auf 341 
zu kommen: 


2 512 2 2 
(3) art 2 are A Fe Perl 
xy p © y p 
Hieraus ergibt sich 
A+ay? _ AynSkasbl Sr ar ya 
© p y 
2 0 = 
yet RL, a U yE 1+2p 
Ly pP 2y p 























352 C. Gleichungen von besonderer Form. 
Dies, in (1) substituiert, ergibt für 9 die Gleichung 
vb—1+2p-Vb+1+2P a—i 
PN el 
Ist p bestimmt, so ergeben sich die Unbekannten selber aus 
(3) nach 341. 
b) Man kann auch ebenso einfach und allgemeiner fol- 
gende Gleichungen lösen: 
dtmetÄAAtPpytYV_ „| 
ı d+mz+ad)1+PYy+Y) 


lee ei ; 
A+ma+a)A+g4Yy+Y) 




















( 





Man setzt 
2 > 
(4) er — u, =. N 


Dadurch gehen die Gleichungen über in 
Bee, 
Nu mer 
| Wtme+tN _ 
wrn)@+g) | 


Hieraus lassen sich « und ® bestimmen. Man eliminiert eine 
Größe und sucht die andere. Sind « und v bestimmt, so 
hat man aus (4) die Unbekannten selber: 


NEE =. 2 
_Vu+2—yVu—2 _ U Vu? —4 N 























3, VYu-+2 +yu—2 E 
c) Auch folgende Gleichungen: 
F 1a +2? 1+ay+y” | 
Ii+edate itayry 
1+mce+na? +max°-+ x 1+-my+ny?+my?’+y* : 
1+ma+na®:+ma tat 14Wytny tmy—yt e 


würde man ohne Hilfe kubischer Gleichungen lösen können. 
Am einfachsten setzt man 


ee a Ley Ye 


1+@c+2? Team 


und bestimmt zunächst « und v. 
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een, 
































1+x+.° 1+x 
378. | 
; Be) 
1-24 1—x 
” _ Va— Yiu— 3a fh 1—YV4u—3 
u Va+ Y4ıu — 3a’ Lies 
__9(a—b) + 8(1— ab) + Y[9(a — b) +8(1— ab)]? — 288a (1 — b)? 
er 24,0) Fat) 
Hier ist gesetzt 
RL, ey 
Itatai ur AO ya u 
Mithin durch korr. Add. 
VER a rt RL, 
(1) FH Vo re 


und folglich x und y, wie angegeben. Jetzt ist noch die 
zweite Gleichung zu benutzen, um « zu bestimmen. Quadriert 
man die Gleichungen in (1), so erhält man durch korr. 
Addition leicht 
mare BN Zar 7 3au 3a) ta 3u 20 
(1 — x)’ 41 — x)? 4 (4u — 3a) 4u — 34 


Ebenso 





ae er 
1—y)? 4u—3' 





Die Substitution dieser Werte in die zweite Gleichung liefert 
als Gleichung für « 
4u—3a 3u—2 








3u—2a Au—3 = 
ya’) _ 
z(1-+%°) a 
a ze | 
E- 





1a Mey boy oa Ent a 
Va?’ —b? ; Va®’—b? 
427 


35 1 1 
DE .„..geben Ba Ih en 
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Man eliminiert hier am einfachsten eine der Unbekannten 
und sucht die andere. Um x zu eliminieren, schreibt man 


14a _ 14V 
& 





Die Differenz der Quadrate dieser Gleichungen liefert eine 
Gleichung für y von der Form I. 276 u. f. Ebenso eliminiert 
man y. Man findet 


el 142° ayid 


1—y? Br 


1— a?” 1— x? byi—a? 
21 2 
y( ie 








USW. 





21—y) 


00. | are) _, 
ah | 














Lg V2bHi HVEar ah „_Veati—y2bri, 
| V2(«@—b) % Vaa®—b) 


Man setze wegen der ersten Gleichung 








1— y? 





=W, 


also 
i+-2 


x 





au, 


Daraus sind x und y leicht bestimmt. Die zweite Gleichung 
nımmt dann die den Wert von “ liefernde Form an 
au —2—=b(u +4). 

Auch nach 379 kommt man ner leicht zum Ziele. 

Mrs 

2(1+ 9°) 

u y 

21 + Y°) 


ee ayi—b+Y2b—a’b— a? _Yi-b+Y1—2a?+b‘ 
V2(a® — b) V2(«@ — b) 








381. 
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Die Aufgabe läßt sich dadurch auf 360 zurückführen, 
daß man 





BL N, 
also 
=, yP=uv 
setzt. 
1+x 
az 
vr 1-+y 
Pre re _ 
i+y+y 
rn a—4Ap  1—YV1-—4p a—Db 











ernten 


Man quadriere die erste Gleichung und setze ähnlich, 
wie in 360, 




















Bent 
Yy p’ 
also 
era ch 
a 
yatz) _ 
x(1+ y°) 
1 * 
el y) 
i En av ala) HV4b>2a'b —a? 
ee 2V.as>ı b 
_V3@—-b)+yb+3a— 4a 
J Var —ı 


Für 2 —=v, xy= u nehmen die Gleichungen die Form 


363 an (vgl. 381). 
yaAi+ta_ 
VE: =. 


yı/y 148 _ 
zyt Hab 


L. x und y wie in 382, nur = 





a’—b 
3(a — b) 
23° 
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Kae Dh 
a4) 
SLR 
ee DEE 


E Aral en N, Vw+yu—4 

















_ 2a — b) + Ya db Fb —ı)® 
ee Bet, 





Hier ist gesetzt 





also 





Hieraus ergeben sich x und y, wie angegeben. Um u zu 
bestimmen, ist die zweite Gleichung zu benutzen. Man hat 
"Ir - —- Yu, ie =u—2, Ir — (u — 2)? — 2 usw. 
Allgemeiner Fr man statt i& zweiten Gleichung auch 
schreiben können 
y’(1+-ma?+na* +mzx° + «°) 
tl Fpy® ray pe 
ohne daß dadurch die Auflösung wesentlich erschwert 
worden wäre. 
Die Lösung hätte auch durch Zurückführung auf die 
Aufgabe 365 mittels der bei 381 und 383 angewandten Sub- 


stitution bewirkt werden können. 




















(1 + Y”) 
ne UNE ee, 
+2) 


L. & und y wie in 385, nur 


5(a — b) +V5(a’— b)’+ Wab(a? — 1)? 
2 (a° — b) Ä 

Durch die bereits bei 381, 383, 385 anBe Dub- 
stitution läßt sich die Aufgabe auf 366 zurückführen. 








u= 
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i+a)Yy _ 
na r)y © 
ur 2 —y ny)n® 
L. wie in 382, nur 
 5(a? — b)+Y5(a? — b)? + 20b(a? — 1)? 
Bu: lol D, 

















2+y ay+1 1/a b | 

xs—y ay—1 Zen: ) 
A A et; 
y(@?—1) ah | 


388. 








(a—b)’ +y(a— bt — 4ab(a+ 5)? 


a 
L.2= V+ ei 2(u 1 b)Yab 


Man wende auf die erste Gleichung korr. Add. an, so 
kann man aus beiden Gleichungen durch Multiplikation % 
leicht eliminieren. — Ist x gefunden, so ist sein Wert in 
einer der Gleichungen zu substituieren usw. 


c+y itay_ | 
389. Far 


» _ Ja—1—2r a1 —2br ‚=yV a 
My ey er, nei 

Man wende auf die erste Gleichung korr. Add. an, so 
kann man nach 379 leicht zum Ziele kommen. 














@+yüatm)_, | 

@— y)(— xy) 
KEHTHArEyN), 
eur -Faeiy)) 


3. 











? a—1-+YV4ab— (a +1)? a ie 


Teer V2(a —2ab +1) 





358 C. Gleichungen von besonderer Form. 
Durch Anwendung der korr. Add. erhält man 


21+y) _a+1 
y(l-+ x?) a—1 


+99) _d+1 
vita) 5b—1 








Diese Gleichungen unterscheiden sich von denen in 381 nur 
durch die Werte der bekannten Größen. 


z+y 1724 _ 
ve — y 1—zy 


- 2 





391. 








1, ee a y 2 Ve 
2yp 2Yp 
a? — 3a?b+3a—b 
IE A 








Nach Anwendung der korr. Add. auf beide Gleichungen 


setze man 
| 


ze vr ’ 
197 - _a+1 
y Vp 


Man hätte auch ebenso gut die in der ersten Gleichung auf- 
tretenden Quotienten als neue Unbekannte einführen können. 





also 





USW. 


| a+y 1tey _ 
z—y 1—2Yy 
Bee Ber Ser, 
| ts eRiyiT 








L. & und y wie in 391, nur p wie in 371. 


Die Auflösung würde nicht wesentlich schwieriger werden, 
wenn man statt der zweiten Gleichung allgemeiner gesetzt 
hätte 

+maytnary+may’ty! IHmayHrnary’—mary’tatyt | 2 
may tnatytmay+yt Itmay+tnary+ mary+ xy: 








a Zr 
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Man könnte wie in 391 verfahren, oder auch 


setzen und zunächst u? + v? bestimmen, da uv = a bekannt ist. 





z+y I1+2y 
. — 49} 
My —Y 




















393. | ty 1t@y° 5, 
25 — y° 1 — zöy® 
L. & und y wie in 391, nur p wie in 373. 
a tayty’ itaytayt_ | 
394 @+ 9° d+ra&y’ 
i sr Al er ze A 
(0 — y)? | 
_ Vutysia+3u 1—u _ Vu—yY4a—3u 1—u 
Ha Ar Eee: 


RE 


„ot —9Ia+2b FL isab 9a 9b Ay 1a4ab — 1) 
Er 12(25== 1) f 








a) Hier ist wegen der ersten Gleichung gesetzt 


a 





U 





1 R 2 ? 

(a) 1+ 2%) 
also er RN 
(+)? u 


Hieraus sind die Ausdrücke der zweiten Gleichung mittels 
Anwendung der korr. Add. zu entwickeln. Dann wird u 
gefunden aus 

3a—2u 3uU—2 p 

4a—3u 4u—3 


Ist u bestimmt, so hat man aus den Gleichungen in (1) 








RN ln u 41 — u) 
Teure 
x _Vu +YV4a—3u _ (Yu +Yta—3u)" _ r 4u—a) 








& Yu—Y4ıa—3u 4(u — a) (Yu — Via —3u)° 


360 C. Gleichungen von besonderer Form. 


Hieraus ergeben sich durch Multiplikation und Division der 
geeigneten Ausdrücke leicht die oben angegebenen Formeln 
für © und y. 

b) Man hätte auch als neue Unbekannte einführen können 





(2) u NEE 


® Y 


Die gegebenen Gleichungen würden dadurch übergehen in 


&®+Ent4n—3 _ 








£ (Em? a 
8) SF IE ER R, 
Er m: | 


Man führt nämlich die Multiplikationen in den Gleichungen 
aus. Das gibt z.B. in der ersten Gleichung 


vyat+za + Hyatt) Er, 
Watt + NM) 


Dividiert man Zähler und Nenner durch «°y?, so kann man 
& und n direkt einsetzen. — Aus (3) erhält man 


ee Vi-2b-yi—2a  V1-2b —V1—2a 











Vi@ab—3a-3b+29 ' Yjdab—-3a-sb+% 


Dann folgen aus (2) die Unbekannten selber 
1 4 1 I. 
8 a@-35+V48-1, y-an+ VYir-1. 


Setzt mar a = = und b= 9, so liefert diese Lösung 





5 5 
5 5 
en ‚9 Sl 


Wegen der gleichen Werte 1=1 und —1=-—.1 erhält man 
nur acht Wurzelpaare; sonst würde man 16 erhalten. Die 


ee a nn 
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Elimination der einen Unbekannten muß für die andere eine 
Gleichung vom 16. Grade liefern. 

c) Statt der gegebenen Gleichungen hätte man in derselben 
Weise die allgemeineren Gleichungen lösen können: 
[®tmayty? I+tpaytay _ a 
etmayty Itpaytayf 
(6) ze hnzyty® Itgaytey_ 5 

etnayty? itdaytey | 











Hier empfehlen sich die Substitutionen: 


a? nn y? 1 u y 
(7) ay Be U, ru —=WVU, 


Dadurch gehen die Gleichungen (6) über in 








um u 
utm v+pP 
WERT Br p 
utn v+d 


woraus sich « und v bestimmen lassen. Dann folgen aus 
(7) nach 341 die Unbekannten selber. 






Zu ' 
a Kb. j 
a} in ne u wu Ar, 
a er I 5 2” wa Pe a ve . Pr. et B3 
. 1 re y h a 
I ) ah Pr Fa W \ j X h - 
/ un? hr, j ° . ur 
| EN 
Ze ch Ei E « A x { ” { Ark r = vr 
r 'TE j . rt Kr ERNTR wg R ‚ri 
: zu ö \ Ei 
> j ' s iv) per 
‚ a 3 ' . % f ie ne 
. { Au | I I?! 
b 4 “ Y 
vn \ „ns ı 54) 
3 u H ’ 
4 ; Ar 
\ r 
. 
Ä Js 
EZ 
VE 
° 
e \ 
k 
mr 
) 
] 
nm 
x 
. 
\ [3 
4 
. 
3 
’ 12 
- E D f 
= ’ Pa) a 
2 ® ” Er } 
h 3 jr a SEE 
f Sy Ah 
f Ba de 2 U 198) X 
g { h RN EN h - Na B 
N u ce Di. a A En el er en 





5 Be: Dritter Teil. h 


ht 7 
Re Er KL ” . . . 
Gleichungen mit drei und vier Unbekannten. F 
u | | i 





I 1 
u I im 2 
PR DEE: 

Sur ER ” 
4 

P 
’ 


FE a f 

Irih, Kr 

7 a * 1% RL 

DR: Mr er 
Ru; } 





A. 
Gleichungen mit drei Unbekannten. 


Ytr)atyt9)=a 
1. | @+29)@+yt9)=b 

@+y)la+ty+2)=e 

a eh ae har | ayatbte,, 

V2latb+eo V2(a+b-+o)’ V2(a+b-+c) 

a) Den in allen drei Gleichungen auftretenden Ausdruck 
2©2-+y-+ 2 nenne man ?t und drücke die Unbekannten mittels 
t und der gegebenen bekannten Größen aus, man erhält 


2at=2x(e +ty+2)=—-ar+rb+te 
(1) 2yt=2ylaty+2)= a-b+ec 
22t=22z2(X +y+2)= a+b-ec. 

Aus diesen Werten für x, y, z ist nun der Ausdruck 


2 +y+ 2 zu bilden, was offenbar durch Addition der Glei- 
chungen (1) erreicht wird. Man erhält 


2 +y+ DM =atbrte, 
(2) I ya nu ln 
also <+y+2=-7zV2la+b+e). 


Durch Substitution dieses Wertes in (1) ergeben sich die 
Unbekannten. selber. 

b) Oft ist es einfacher, zuerst den gemeinschaftlichen 
Ausdruck zu suchen. Hier kann man nur die gegebenen 
Gleichungen addieren, so ergibt sich @-+y-+ 2, wie in (2) 
angegeben. Dann sind aber auch die Unbekannten selber 
leicht bestimmt. 


Qz—y+2)a+y+2)=)I Lx=+4 —4 
2. | +2y—- 2) +y+2)=]1 y-=—2, +2 
(ee +y—22)e +y+2)=4 z=—1, +1. 
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—ayatyte 
3. \y-bVYa+y+2 
N 
L. 1.2=a(a+b+c), y=bla+b+ec), z=c(a+b+e). 
2.07 =ey=2—\. 
(a + y+2)=qa 
yes eh 
2 +y+2)=c 
Let y 1 
Vetb+e Ve+b+e Va+tb+e 


ee Yen — DC 
Od. Be, 

am bm em 
Varbıfer ! Var re a 


Wegen der ersten Bedingung ist man berechtigt zu setzen: 











L. = 


(1) gut y-=bt 2=ct; 


denn man hat 


kann also diesen Quotienten = setzen. Dies in der zweiten 
Gleichung substituiert, liefert 2, und somit sind dann in (1) 
auch die Unbekannten selber gefunden — In Worten würde 
diese Aufgabe lauten: 
Welche drei Zahlen verhalten sich wie 
a:b:c, während die Summe ihrer Quadrate 


gleich m? ist? 
R Be | 


” — y +2= 2m? 

(b+ cm N b+ec ag (a — c)m 
Vatbyeto "Var ° Yarbybto’ 
_ _+dm __1/atB. 

Vla+b)(b+ eo) b+e 
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; a 
| + +@+zy+zz2+ys— 2m? | 
anna N  aroram 
Ver+b®+et! Vve+b+e’ 
_ (atb—eom 
Vv®+b+e 
8 RR 
It)’ +a+2’t+@+y’=1 


























mer arbre een 
. 2VYa?+b?+c” J 2Va? db? c? 
2 er 
2ya?+b?+ c? 
Na 
zyz = m? 


Lx= breom (a+ a ° (a + b)m 


r ? 








Tr r 


r=Vb+o(a+c)(a-+b). 


y+2= 2axyz) 
10. Ic +2 = zen: 


+ Yy = 2cxy2 








iR u Ma LER u ne 


fi 





r=V(-a+b+0(a—b+Y)(a+b— e). 
2.2=y=2=0(. — Lösung nach 1 c). 


| y+z=alc+y-+ z)eyz 
11. | 2x +z=b(& +y+ 2)ay2 


z+y=c(@+y+ 2)ey2 





Z ? 


Ker=0, Senn, y=0, ZebaG 2—=0 ae 





r= 1YMarb+oyf-atb+ej(a—b+0) (a+b—c). 


Man hat zunächst, wenn man (2 +y-+ z)ayz = 2t 
setzt, &=(—a+b+c)t usw. Dies ist in eine der 


368 A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 


Gleichungen einzusetzen, oder besser noch in die Summe 
derselben 


2(2 +y+2)=la+b+co(e +y+ z)ay2. 





Das gibt 
2t=Ya+b+c(—-a+b+e)(a—b+e(a+b—e) 
usw. 
CUBE 
yts ” 
pe 
12 ae 
Bye 
[+4 





L. 2 = (-be+ac+tab)Yu, y=(be—ac+ ab)Yu, 
2= (be+ac— ab)Yu, 


ER 2abc 
— (be+tactab)(be—actab)be+tac—ab) 





u 
Man schreibt die Gleichungen zunächst in der Form: 


(1) yt2-—ays usw. 


Dann verfährt man nach einer der in (1) angegebenen Me- 
thoden. Aus den Gleichungen (1) hat man 














1 TE 1 
ist also berechtigt zu setzen 
xz—=(—be+ac-+ab)t usw. 
Bier 
ner 
re Ma 
13. ER Re b 
DIV SER 
z+y—2 
L. <= a(b+c)Yu, y=b(a +c)Yu, z= c(a+b)Yu, 


3% 2abc ; 
ab HFS Fat Feat) 


U 
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1 1 1 
N an Yy ’E DR 
1 1 1 
IN oy= et n re 
| 1 1 1 
En ntyt, 
ln — ee De 
ib% <= Va+b+e, y-,Vatb+e, 2= Vatb+c. 
ya = d 
15 er 
BUR = c 
b 
L. Re My at z x 


Man sucht zunächst die links überall auftretende Größe 
&yz2. Multipliziert man die Gleichungen miteinander und 
zieht die vierte Wurzel, so hat man 


xye—Vabce usw. 


Ey — A 
Io zye— b 
BYE 


1 5 775 1 5/0755 1 5/5755 
L.z=-_YVaded, y-,Yyab’d, = Var. 


Die Multiplikation der Gleichungen liefert das Produkt 
%y2. Dann hat man weiter 


2-2} usw. 
yz=a 
1 Er 
ay= c 
1 aa 1 a u 
L.2—=—_ Vabe, y=-, Yabe, 2—= —-Yabe. 
z= ayz 
18. | y= baz 
2= CXy 
1 1 1 
1 ee u 
x a re DR ONE 
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= ayz 
Om. = Dx2 
Beh) 


L.1.2=Va:be, y — VabEe, 2—=YVabe. 
2. Y—LZ-N. 


Ei +2)= i 


208, | yla + 2)=.0 
Bi +y)=6 


I U Br u 
= — are IT Te 


SV2(-a+b+o)(a—b+e)(a+b—0) 








Man sehe zunächst die Produkte xy, zz und yz als die 
Unbekannten an und bestimme diese, d. h. man addiere je 
zwei Gleichungen und ziehe von ihrer Summe die dritte ab. 


Das gibt 
ya = (= a+b-+c) usw. 

Jetzt hat man die Aufgabe 17. 

@ry)@tr)—a 
21. | @+)W+n=b 

@+2)y+2)=e/ 

—be+ac+ab  be—ac-+ab 
it 2Yabec 2YVabe ° 
be+ac—ab 
2Yabe 








Da 





Man betrachte hier die Summen 2+Yy, &+z und 
y+z als die zunächst zu bestimmenden Größen. Dann 
findet man nach 17: 





Behr -4— Y2 
22. EI 
L2(e +y+2)=c—ay 
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L. wie in 21. — Diese Gleichungen sind mit den Glei- 
chungen 21 identisch, wie man leicht übersieht, wenn man 
die Unbekannten alle nach links bringt. Um sie aufzulösen, 
bringt man sie auf die Form in 21. Sonst wird die Auf- 
lösung weitläufiger. Man könnte etwa so verfahren. Man 
schreibt 

®=a—(ay-+x2-+ y2) 

yP—=b— (ay+x24 y2) 

?=c—(ay+x2-+ ya). 
Setzt man die gemeinschaftliche Größe 


(1) ay+ta22 + y2=t, 
so hat man 
(2) ee per 
Dies, in (1) substituiert, liefert für £ die Gleichung 
Va=zdyb-H+YVla-—-He-H+YVb-Ltle—-H=t. 
Man findet aus derselben 
(be+ac—ab)? 


ect acıab) _, iberactad) | | 
at 4abe an 4abe cr 4abe 




















Setzt man dies in (2) ein, so erhält man die Unbe- 
kannten ebenfalls, wie in 21 angegeben. 


@+y-2)\a-y+2)=a| 
23. Pe ae 
Kerr ylezety)=e 
a(b-+ ec b(a-tc c(a—+b 
Man betrachte die Faktoren der links stehenden Produkte 
als die zunächst zu suchenden Größen. Nach 17 erhält man: 





a usw. 


24. | PP — (2 — 2” =b 


2 (0 y=e 


yes 


24* 
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L. wie in 23. — Diese Aufgabe ist mit der vorhergehenden 
identisch. Um sie aufzulösen, bringt man sie am besten 
auf die Form in 23. 


reelgr 
25. RE 
sc + y—2)— 0_ 
[2 2Catbt9 ‚28a? r0 DE 








’ 





r=-V(-a+b+o(a—b+e(a+b-—e). 

Man addiere je zwei Gleichungen und subtrahiere von 
der Summe die dritte, so kommt man auf Gleichungen von 
der Form 23 oder 24: 

a— pP? — 2t2y=—arbtc,dh 
(«—-y+z\(e +y—-2)=-a+tb-+te usw. 


Oder man setze 

A) — ı+y+2=%X), ae 
ty—2=2, 

so gehen die Gleichungen über in 
(yY+2)a = 2a 
(«+ 2)y' = 2b 
(+)? =2c 

Aus diesen Gleichungen sind nach 20 leicht die Unbekannten 


zu bestimmen. Dann liefern die Gleichungen (1) die Un- 
bekannten selber. 


W+9a@ßz+yte)=b+e 
26 erner zn dmete 
@+y)(a+y+22)=a+b 
L. wie in 21. — Man setze 
st2=« s+t2z=y zs+y=3), 
dann nehmen diese Gleichungen die Form 20 an. — Addiert 


man je zwei Gleichungen und subtrahiert davon die dritte, 
so erhält man die Gleichungen 21 oder 22. 
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sy+)=(+o@+Yy-+?2) 
27. | ya+y)=(lat)@ty+2) 
(+ y)=(a+b)@+y+2) 


L.1.2—!(betac+ab), y- „(be+ac+ ab), 





2 (be+ac+ ab). — 2. « Verl. 





Man setze den rechts überall auftretenden Faktor 
z2+y+2z=p und verfahre im übrigen, wie bei der Auf- 
gabe 20 angegeben; man erhält dann zunächst 
(1) yze=ap=at+y-+z) usw. 


Hieraus folgert man 





Man darf also setzen 


t 
(2) RUE ER nr 
für LEICHE 
un + y+% 


Dann ist noch £ durch Substitution von (2) in eine der 
gegebenen Gleichungen oder in (1) zu bestimmen. 


z=a’(& +y-+ z)y2 
28. |y=b’(a+y+2)82 
z= ek +y+2)2Yy 


Be en? ı=_, r—=YVabce(a+b+.e). 


r ? y? 





2.07 =y=23—\. 


Die Größen a, b, c, die hier als Wurzeln von a?, b?, & 
auftreten, sind demgemäß doppeldeutig. Das gibt im ganzen, 
die Wurzel OÖ mit eingerechnet, neun Lösungen. — Man 
multipliziert die Gleichungen der Reihe nach mit x, y, 2 und 
zieht die Wurzel, so hat man zu lösen 


= at y-—-bi 2— ci 
t=V(a+y-+ z)aya. 
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| 





4 BAUM NUR 
Ra 
29 &% ein KARO 
a Yy 
ar Y € 
Ka 
LÜx= a Va-b+o(atb-0. 





- 5, Vla +b- a+b+e). 


: 
—S 





F BELA”, 

2=,Vla—b+)-artb+e). 

Man schreibe die Gleichungen in der Form: 
x? (y? + 2?) = axyz usw. 
Jetzt setze man @yz2=p und operiere entsprechend dem in 
20 angegebenen Verfahren, man erhält 
o 1 1 
Yya=--(-atb + op=-7l oe 

also 
(1) 2zy2e=(—-—a+b+c)a? usw. 
Die Multiplikation dieser Gleichungen gibt 


aye-s(-at+tb+gla—-db+Yla+b—0). 


Dann folgen aus (1) die Unbekannten selber. — Öder man 
multipliziere je zwei der Gleichungen miteinander, so hat 
man sofort die einzelnen Unbekannten. 


Wire 


y? 2? 


Or EEE ee 


x°2? 


AX 














c+Y 
rail 








% Ei Aa 7. N u ID. 
er Naahbrtei A Tabea 


r=-VY2-at+b+eo(a—b+o(a+b-—-e). 


Man schreibt die Gleichungen in der Form 





z(y+ 2) = aafy?2? usw. 


(e>y8 
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Dann folgt nach 20 


ya = : (—a+b+ c)e’y’z? usw. 
Die Multiplikation liefert xyz = : usw. 


z=ac+y+z)Vayz 
31. |y-b(@+y+2)Vayz 
z=c(@+y+2)Vayz| 


Ibn 2°, y-- e=.,r=-(a+b+e)Yabe. 


r? 
2 ey=23-\. 
b— o)2z+(—-ay+l(a—b)z= 7 
32. ac +(a— c)y—cz2=0 
l@+W+@+D+Yy+D-4aR+B +0) 
L.2=+-ar+b+o, y=+la—b+e), 
2=+l(a+b-—..). 
Aus den beiden ersten Gleichungen läßt sich das Ver- 
hältnis der Unbekannten bestimmen. Man erhält 
x:y:2=(-a+b+ce):(a—b+ce:(a+b- ec). 
Jetzt weiter, wie in D. 
b+oce+(—ay—(a+b)z=0 
33. be +(c-a)y—bz=0 
e+ypP+f=d+b+l \ 
L.z=+a y=4b, 2=+c 
[@a+b+9)&—(a+2d +e)y+(a—b)2=07 


94 ae ar ragen. 








ur EINE 
& + Fat arm! | 
Bu 8°, a 
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= “ R. 
all -5)+y+2=0 


35. | »+y(1-4)+2=0 








L.1.z=a(a +b+eo, y=b(a+b+e), 
z=cla+b-+e). 
2. eye zl) 





Die Größen a, b, c treten als Wurzeln von a?, b?, c? auf, 


sind also doppeldeutig. 
Das gibt im ganzen fünf Lösungen. 


|y+2=ax + xy2 
36. Kae 
+ y=c2+%Xy2 


12 b+1 er? 





r=Va+b+e+2-abe. 
Aus der Differenz je zweier Gleichungen folgt zunächst 


MESSE a 1 . 1 . 1 
IA a Dre ae 





Dann löst man weiter, wie in 5. 
y+tzi+yz=4 

6,.| 7 +2 +22=b 
Cty+Xy=c 





ib m r 
Liz = -- 14 Ve er 


ai 





r=V(a+1l)b+1)(c+1). 
Auf beiden Seiten jeder Gleichung addiere man 1. Dann 
hat man | 
(1) y+bl)@+b)=a+l usw. 
Das Produkt dieser drei Gleichungen liefert 


+ DW + DE+)=r. 
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Dividiert man diese Gleichung durch die Gleichungen (1) 
der Reihe nach, so erhält man © +1 usw. 

















I EP 
2 bc 
cz CYZ 
a7, Bein 
Yy y2 
laty a+b *?| 
Ber eor, y-Dr, 2=cr, r= hot 


Man kann die Gleichungen zunächst in die Form bringen 
1 1 1 
y+z-(+9(5+,+75) USW. 


Setzt man dann 


(E+4+)=r 


so hat man 





z=—(latb+ta+tc-b+ep -a| 


+ : +) usw. 
2x +y—-4:)a +y+ 2) = 24 

ER 22)@a +y+2)=6 

— 22x +3y+52)(c +y+2)= 30 


hi &=+3, y=+2, 2=+1. — Lösung nach 1e). 


(& +2y— 32) +y+2) —- 2lay+az+y2)= —12 
2x —33y+2)a+y+2e)+lay+trzz+y2=6l 
men A 

l.2=-+5, y=+43, 2=-+2. 
=iu63 7 135 583 
2. Farmer yon ook 
Man führe neue Unbekannte für die gemeinschaftlichen 
Größen ein, setze also 
(1) +y+z=1 zy+x2e+yz=u 


und drücke die Unbekannten mittels der Größen f und “ aus. 
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Man erhält 
Bes 9 +11u) 
(2) | Tyt= — 162 + 12u 
re TEE 





Dies ist für (1) zu benutzen, um t und u zu bestimmen. 
Erstens addiert man also die drei Gleichungen, zweitens 
multipliziert man je zwei derselben miteinander und addiert 
die drei Produkte. So erhält man wegen (1) 


e F 7?=—230+30u 
2) | 4941? — 10323 — 4516u + 293? | 


Hieraus sind « und t zu bestimmen. Es wird 


3353 


ua t=+10, #10: 


= 
Dann ergeben sich aus (2) die Unbekannten selber. 

Anstatt zy+x2 + yz hätte auch in den Gleichungen 
ebensogut 2? + y? +2? stehen können, ohne daß darum die 
Auflösung wesentlich geändert zu werden brauchte. Denn 
die Gleichungen 


(4) (ac t+by+er)a +ty+e)tnleay+a2+y2)=A und 
5) (tby+tceaety+z2)+n® +? +d)—=A 
lassen sich aufeinander reduzieren. Es ist 


+pP+2R—- (ke + y+2)— 2lay+ 822 + y2). 
Dies, in (5) substituiert, gibt 


Kad+n)c+(b+Hn)y+(C+n)e|a@+y+2)—2n(ay+xz+y2)=A4, 


eine Gleichung, welche in ihrer Form von der Gleichung (4) 
nicht verschieden ist. 

Bisweilen kommen Aufgaben vor, welche sich auf die 
Gleichung 39 reduzieren lassen. Von dieser Art sind die 
folgenden Aufgaben. 

Die Zahl der Unbekannten ist hier gleichgültig und es 
kann ? ein ganz beliebiger homogener Ausdruck des ersten 
Grades von den Unbekannten und « einer desgleichen vom 
zweiten Grade sein. Die Auflösung bleibt immer dieselbe. 
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2®—yze—a] 
40. | — az —=b 
2? — ay—c 


ae „Pa „_ei-ab 


— y= 2m — 


r ? Y ’ y 











r=Va?+b° +0 — Babe. 


Nach der zu 39 gemachten Bemerkung setzt man, um 
diese Aufgabe auf die Form der vorhergehenden zu bringen, 
versuchsweise 


1) #—yze= (ex +ßy+ye)latyt2)tnlay+a2+ y2). 


Dann muß sein, wie aus der Vergleichung der Koeffizienten 
auf beiden Seiten hervorgeht, 


eo] A, al) 
e + ßtn=0 a+r+n=0I PtYy+tNn=-—1l. 


Durch die ersten drei Gleichungen werden auch die drei 
letzten erfüllt, wenn man n = — 1 setzt. Man hat hier sechs 
Gleichungen und nur vier zu bestimmende Größen. Daher 
wird man nur in besonderen Fällen diesen sechs Gleichungen 
zugleich genügen können, und nur in solchen Fällen ist die 
Reduktion eines gegebenen Systems von Gleichungen auf ein 
solches möglich, wie es in 39 vorliegt. — Statt der oben 
gegebenen Gleichungen hat man daher infolge der Bestimmung 
der Koeffizienten der Gleichung (1) aus den Gleichungen (2) 
zu setzen 


(ce +y+2)—(ay+az2+y2)=a usw. 


(2) 


/ 


Haben demnach ? und u dieselbe Bedeutung, wie in 39, 
ist also 
(3) sty+z=t ay-+aeze+yz=u, 


so lassen sich die gegebenen Gleichungen auch in die Form 
bringen 

st—u= “| 

yt—u=b ; 


L2t—u=c 


380 A. Gleichungen mit drei Unbekannten. 
Man erhält hieraus wegen (3) zunächst 


ab+ac+be ‚__Ve+b’+e— abe 


a+b-+ec a+b-+c 
Die Gleichungen 








USW. 


”+yz=a 
“+a2=b 
2+0y=c 
lassen sich nicht auf diesem Wege lösen, sondern führen auf 


eine vollständige Gleichung des vierten Grades*), d. h. sie 
sind nur mit Hilfe einer kubischen Gleichung lösbar. 


P?+2-ay+2)=a 
4. |? +22—ylae+2)=b 
2” +yP—2z(c Hy) = e 
Fr re Er Ser 


7 9 








2 





ar Bela 
Ra - ; 


) 





r=V2%la +0’ +0 — 3abe. 


Nach der in 39 und 40 erörterten Methode kommt man 
leicht darauf, die Gleichungen in die Form zu bringen: 


y+o(la+y+2)—2(lay+x2+y2)—=a usw. 


*, Um diese Gleichung des vierten Grades auf eine einfache Weise 
zu erhalten, nehme man x? + y? + z* als neue Unbekannte, setze also 


(@) > +y’+2’=u. 
Dann kann man die Gleichungen auch in der Form schreiben: 
@+y—- a —-y+2)=2a— u 
+y—-)—- 2 +y+9)=2b— u 
@—y+9-2+y+9=2c—u. 
Hieraus lassen sich nach 23 x, y und 2 bestimmen, unbekümmert 


um «. Das ist in («) zu substituieren, man erhält dann für u eine 
Gleichung des vierten Grades. 
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Noch einfacher werden die Gleichungen, wenn man 2° +? +2? 
einführt. Dann nehmen sie die Form an 


—- a +ty+te)++y+f=a 
-ya+y+)+a+y+ 2-0 
ee +ty+o + ty tr 2=c 
Darin ist, wie oben 
zsty+z=tw + yVP + 2=u 
zu setzen. Dann findet man zunächst 
a ke ‚_V2@+b’+e— Babe 
a+b-+ec’ a+-b-+ec 
2+y—-)=a 
422. |? + —- 2)” =b 
+ y’—e 
L.2=-,(Ya-b+c+Va+b-o) 
y-;Vbta-ce+Vb-a+e) 
= ,(Veta-b+Ve-a+b). 
Diese Gleichungen lassen sich nicht in der vorstehend 
angegebenen Weise behandeln. Ein Versuch, sie auf die 


oben angegebenen Formen zu bringen, zeigt dies leicht. Man 
kann sie aber in die Form bringen: 


(+ y—-2”+(2 —y+2)”=2a usw. 
Sieht man dann + y—2, 2&—-y+tz, -—c+y+:z als die 
zu suchenden Größen an, so erhält man 
— 2 +y+3=V-a+b+ec um. 
2 +22(y+2)+y2=a 
43. PP +2ya +2) +2z=b 
2+22(c +y)+a2y=c 
N. 3a—b—c—r ie 3b —a—c—r 
2ya+b-+c—3r 2ya+b+c—3r 


3 —a—b—r 


T pyarbrezw’ 
r-Va+b+@—2(ab+ac+ be). 








U 
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Man kann die Gleichungen in der Form schreiben: 


z(c+y+2)+(ay+z22+yz)=a usw. 
und findet dann zunächst bei der Bezeichnung in 40 (3) 


Nik t=SVa+b+te— Br. 





i 


+ PVP +Rr+ye—az —ay=a 
44 e— pP +R—yet+x2—ay=b 
typ —- R—yz— az +ay=c 
ae mar bFer FUeanzd 
2Va®-+b°?-+c° — 3abe - 
ee 
2ya?+5b°’-+c?— 3abe : 
ie ei 
2Va?®+b°’+c?— 3abe 
Durch Addition je zweier Gleichungen kommt man auf 
das System 40, nämlich 











YE 








Val 





2 —y2 = 5 (b +c) usw. 
Will man direkt lösen, so hat man nach 40 (3): 
(a +y+29)t-u=a 
(«—y+29)t—u=b 


+y—- 2D)t—u=e. 

Daraus zunächst 

2zt=b+c+2u usw. 
Man findet dann 
(FORT he ac ‚_Va+b’+0e—3abe 
y 4a+b-+ oe MR 2(a 15 13 

2 +” +2@—y2=) 

45 











U = 


+2? +? —x2=6 
®+yP+22°—a0y=3 

L..z=+2, y=+1, 2=(. 

Man schreibe die Gleichungen in der Form: 


22x +y+2)(e+y+2) — 3lay+x2+ y2) = I usw. 
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Man kann freilich die Gleichungen auch direkt angreifen. 
Die Differenz der ersten und der zweiten Gleichung, kombiniert 
mit der Differenz der zweiten und der dritten Gleichung, gibt 


£—-y=y-—2,d.h. 


(1) 2 +2= 2y. 

Die Addition der ersten und dritten Gleichung ergibt 
(2) @+2°—=4. 

Hieraus 


an er 
rer 
Setzt man dies in die Differenz der beiden ersten Gleichungen 
@—y)@a+y+2)=3 
ein, so erhält man, da 
2 —-y=VY2-—-y, c+y+2=3y ist, 
V2-y-y=1, Y—-2Y+1=0, ?-1=0, y-+1. 
22° +xy+2)—y2e=a 
46. | 2? +yla +2) —-a02=b 
2° +2 +y) —xy=c 
E naarenm: ? aVaerbrern 
Ban ach 
3y2(a+b+c+n' 
aaa lge-Kbe) 
an 











a 











41.1 + 2-02 =D? 
typ +ay= cd 
iv 3— a +b’+-c)+r 3a? — b’+HCeh+r 
ie ———— en, Yu —— —, 
Span patch 3Y2(a +b?--e?-{r) 
Bar bee) -rr 
2y2(a +? +e)-+r’ 
V3la+b+9)(-a+tb+oJ(a—b+c(a+b—e). 














[5% 
\ 








= 
> 
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Man hat hier zunächst 
(y+z)(a+y+2)—(ay+x22+yz) = a? usw. 
Das gibt also nach den früheren Bezeichnungen: 
2t=(-" +’ + O)+u 
2yt=(? — +) +u 
2t=- (+ — M+u 


Die Gleichungen für £ und « nehmen hier die Form an: 
2° = (a +b?+ 0) + 3u 
* 
du? — = +2(@® +b? + c)u + Zu? ) 


Hieraus findet man 





u=-5r t=-Va@+W®+te+n) 


Vergleicht man die drei gegebenen Gleichungen mit der 
Formel des Kosinussatzes, indem man berücksichtigt, daß 


ai au 

ER 
ist, so sieht man, daß die Linien xyz drei Strecken sind, 
die einen im Inneren des Dreiecks mit den Seiten abe ge- 
legenen Punkt mit den Dreiecksecken verbinden, indem sie 


miteinander Winkel von der Größe 
27 a 0 
z7= 120 


bilden. Die Auffindung dieses Punktes erfolgt durch eine 
leichte Konstruktion, er ist dadurch besonders ausgezeichnet, 
daß — wie sich leicht zeigen läßt — die Summe seiner 
Verbindungslinien mit den Dreiecksecken kleiner ist, als die 
der von irgend einem anderen Punkte im Dreiecksinneren 
nach den Ecken gehenden Geraden. 





*) Es ist nämlich 
(a —b240%)(a®+b>—c) + (d’+a2— ce) (> a°+c) + (c’+a®—bY)(e—a°+b3) 
— 2a°b? + 2a?c? + 2b?c? — a! — b? — c* 
—(a+b+ 9a +5 Ya—d+J(-atb+I. 
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Setzt man die Summe £+y-+2=t, bezeichnet die 
Dreiecksfläche mit A und berücksichtigt, daß offenbar 


r=4AY3 


ist, so erhält man für die genannte Minimalsumme den Wert 





— .V2(a +64 @) H3AY3. 





48. |2 +y =bu 





alb-+e) "ea —.E) IRRE 
L.1.2= b’+c?? UEe b?-1 02? u b?-+c? 
A YVy-Ur 


| 








1 1 2a 
ET Ber 
ey <a 

49. TEE ne > 
2; Un u° 
A 1 
eg 

IR RR: 


1 a-(1+Yoy5) vet Ver,) 


u=clVYa+b+Ya-— b). 





iur Een 
51*.| s+y+u=1 y=1,4 
2+ypP+u- 21 W=2,2. 
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ziy=y!z 
D2*F.|ıcty+z=a 
ayzn | 


a—n-+r 
De SEN ma 


r—YV(a + n)(a — 3n). 
Die imaginären Werte von Vn’ sind hier, wie bei der 
folgenden Aufgabe, nicht berücksichtigt worden. 


VE UBS 
3. |? + +-u 
xya2=n? 


L.2<=-(Yy@ tn + Va 3n), y-n, 
e- (Ve? +n? — Ve? — 3n?). 
xs+y+z=21 
54. | @—y”’+(&2 — 2)’ + y— 2)’ — 126 

Di —yE 
1. 2.6, bye 12 Be 


Mk m 


90. (<— y)(2+1) = 2a ; 
(=? — y?)(z + 1)? = 4bz 


ab +1) Ya’ DNA — an) 
L. <= Fopg, 
re N 


a?—b 











2 „1, V@ ==) 


a—15, b=69 geben 1, = yE 10. Mg 


1 

13? 
Man bestimme zunächst z, indem man x und y eliminiert. 

Dividiert man die dritte Gleichung durch die zweite, so kommt 


@+WE+D- 
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Zwischen dieser und der zweiten Gleichung ist die Differenz 
der Quadrate zu bilden, unter Benutzung der ersten Gleichung 
erhält man dann 


56. x? + y? — 134 u? 
+y +u’— 134 
L.z=+9I +1 y=+1, +9 u=+23, +2. 
Man eliminiere entweder x und y und suche zuerst u, 
oder man setze 


C—y=tu, 
also 


1 1 
= ,(a+i)u y=-z(a - tu 
und bestimme zunächst f und dann ı. 


z+y=[TNu 
Dr. | + yYt = 674u? 
x? + y = 2du? 

L.2=0,3,6; y=-0,6,8; u=(, 2,2. 

Die Kombination der ersten mit der dritten Gleichung 
liefert für x und y Ausdrücke, die « enthalten, die Ein- 
setzung dieser Ausdrücke in die zweite Gleichung erlaubt « 
zu bestimmen. 

c+y=5u 
58. | + y? = 39u 
23 + y°= 105u? 
2220,36: y=0,6,9: uv=0, 3,3. 


+ y=d5u 
59. | 2 + y? = 13u? 
xyu = 584 


L..2z2=12,8; y=8,12,; u=4,4. 
Im ganzen hat man sechs Lösungen, von denen jedoch 
vier imaginär sind. 
25* 
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c+ty=|1Tu 
60. x? + y? = 25u? 
2° + y? = 20272u 
L..1..2=+3+65; y=+6, +85 u =+23, 42. 


61.| + = 2bu 
ty m — 
L. 2x = (a+r)u, y=-(a—r)u, r=Yb— a. 


C 


Ua er 
Ver" t@-n+i 





2 +y—37u 
62. | + yt = 1348u 
ey =3u 
L’2 = 0,867 y = 06 u Sa 
zty=au 
63. + 
e+y=c 








TR _ V3ab—2c+YV2ce—ab y _ YV3ab— 2c—YV2e— ab 
oV3ab—2c aV3ab_2e 





u - V3ab ar 


<ty=au 
64. | +y—bu 
xy = 2C 


L. «= (Vr+B5c+ Vr—30), y=-z(Yr +5e—Vr—3e), 


u=-Vr + De, r- Ve +2. 





Man eliminiere entweder & und % und bestimme zuerst u. 
Dann folgen aus der ersten und dritten Gleichung auch & 
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und y. Oder man eliminiere u und suche, da xy gegeben 
ist, zunächst x? + y?. Man erhält 


e+yp=cHr. 
(y—-D)u—-D)=2a 
65. | 2y? — 1)(u — 1)? = 4bu 
2°(y? — 1)(u — 1)? = 6eu? 











L. <= aa ya Sen u-", r = YVB3(ac — 2). 


Man bestimme zuerst «, indem man & und y eliminiert. 
Dividiert man die zweite Gleichung durch das Quadrat der 
ersten, so erhält man 


yrıi_ bu 
0 urlar! 
also 
_ bu+.a? 
Tuer, 


Dividiert man die dritte Gleichung durch den Kubus der 
ersten, so kommt 





Y”+ty+1 '3cu? 


WALr 4a” 


Hierin ist für y der gefundene Wert zu substituieren. 

















zu—1) _ 
y—ıl 
yet 
66. = 
Be 
L. a, vl | a , 





t=V ae 
- V 3alac— 


Durch Elimination von x erhält man: 





Ne Le 
(1) EEE IREIENE 
(2) ee 





w—1? yP+y+1l a 
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Diese Gleichungen stimmen in der Form mit den in IH. 326 
für die Unbekannten x und y aufgestellten Gleichungen über- 
ein. Entsprechend dem dort angegebenen Lösungsverfahren 
setze man 





Ya 
ler at, 
also 
u TELINOH 
TE 
Das gibt, wie oben angegeben, 
at ee 
later 1m hin 


Dies ist in (2) einzusetzen, so erhält man {. Darnach ergibt 
sich x aus der ersten Gleichung. 


Für a — 31, b= 341, c— 4681 erhält man t= +, also 
=], ıy=2, u 320der 


1 


1 
= 16, Y — PY uU = 392° 


Denkt man y” für u gesetzt, so ist 
z(y"— 1) 
3 
die Summe der Glieder einer geometrischen Reihe von n 
Gliedern, deren erstes Glied x, deren Quotient y. Ebenso ist 





BERN 
ee 





die Summe der Quadrate der Glieder einer solchen Reihe und 


zyl) 
Yo 








die Summe der Kuben. Mit diesen Gleichungen ist daher 
folgende Aufgabe gelöst: 


Von einer geometrischen Reihe hat die Summe 
der Glieder den Wert a, die Summe der 
Quadrate derselben den Wert b und die Summe 
ihrer Kuben den Wert c. Wie groß sind das 
erste Glied, der Quotient und die Anzahl der 
Glieder? 
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Das erste Glied x und der Quotient y sind oben angegeben. 
Die Anzahl der Glieder ist 2, und y"=u. Es muß die 
Anzahl demnach sein 
log u 

log y 


Für a=63, b=1365, c—37449 hat man i=+,, 


N 


also 
0—1,32; y-3,5; u-2,(2); n=6,6 


9) 2 
Daher lautet die Reihe: 1, 2, 4, 8, 16, 32. 


| z2mw—1) bar 








L. &, y und « sonst wie in 66, nur 


ab=e 
Von 


Mit diesen Gleichungen ist folgende Aufgabe gelöst: 
Von einer geometrischen Reihe ist die Summe 
aller Glieder gleich a, die Summe ihrer Qua- 
drate gleich b und die Summe ihrer vierten 
Potenzen gleich c. Wie groß ist das erste 
Glied x, der Quotient y und die Anzahl der 
Glieder n? 

Über die Deutung der Gleichungen und die Auffindung der 

Anzahl der Glieder » vgl. die Bemerkungen zu der vorher- 

gehenden Aufgabe. 











a 

Beier 

u) Fe 
y’—1 

wi +), 

u ER 








L. x, y und u sonst wie in 66, nur 


SW EINEPEEZRIGER: + a — Ne, 


ac —b# 
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Auch diese Gleichungen lassen leicht eine Deutung in 
Worten zu: 


Von einer geometrischen Reihe sind gegeben 
die Summe der Glieder, die Summe ihrer 
Quadrate und der Überschuß der Summe der 
vierten Potenzen der Glieder von ungerader 
Stellenzahl über die Summe der vierten Po- 
tenzen der Glieder von gerader Stellenzahl. 
Wie groß ist das erste Glied, der Quotient 
und die Anzahl der Glieder? (Vgl. 66.) 


Vorausgesetzt ist dann, daß die Anzahl der Glieder ungerade 
ist, so daß die Division 

u’+1 yır+1 

yP-rr d.h. y+tı 
aufgeht. Wäre die Anzahl der Glieder gerade, so hätte die 
dritte Gleichung 





u) _ 
1+y' 
lauten müssen, wenn die oben gegebene Deutung richtig sein 
sollte. Dann würde das System von Gleichungen nicht mehr 
durch die hier angewendeten Mittel lösbar sein. 





® z(u—1) _ 








y—l 
BO er, 
eneer, 
Be NP 
TEN TR 


L. &, y und u sonst ganz wie in 66, nur 








RL Ver 2) +YV %Walab? — + 5acla' — bit 
a | Ba(a?ce — d*) 





Über die Deutung dieser Gleichungen vgl. die Bemerkung 
zu 66. Die zugehörige Aufgabe wird demnach lauten: 


Von einer geometrischen Reihe sind die Summe 
aller Glieder, die Summe ihrer Quadrate und 
die Summe ihrer fünften Potenzen gegeben. 
Wie groß ist das erste Glied? usw. 
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ey’ a 
ty) ww 
oo etr_2 
Den) u 
ey ce 
c+y. w| 
Re V3b+V4a—b—2ya—b 
2b Vıa—b—ya-—b 
e v3b— VYıa-b+2ya—b 
SONY 


Va m Vor 
_ Var vazı) am 








u 


Durch Multiplikation der beiden ersten Gleichungen er- 
hält man 
ct + ay? + y® N a 
em 





Diese Gleichung ist in II. 265 schon behandelt worden. Man 
findet aus derselben 








zay YVıazbraya—ıb V3b | 
%—Y y3b V4Aa—b—2ya—b 
Hier ist die letzte Formel gewählt und daher gesetzt: 
(1) j et ee | 
(ey eryilaor 0. 2Vya- 0) 


Daraus folgt 
2? + y?— 2YV4a — b(Y4a—b—-2Va— b) 

zy = A?Ya — b(Y4a—b—2Ya—b). 
Aus (1) und (2) sind in der zweiten Gleichung für x und y 
die gefundenen Ausdrücke einzusetzen, dadurch erhält man 
u, da A sich heraushebt. Ist u gefunden, so ergibt sich aus 


(1) und der dritten Gleichung A. Dann liefern die Glei- 
chungen (1) die Unbekannten selber. 





(2) 
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Anhang. 


cc +(b—a)2=yz2 
71. Jay+(c—b)e = x 

bz+(a— c)y=xy 

1.1.2 eay—=b 2=« 2.7ey=3=®. 

Die vollständige Auflösung dieser und der folgenden 
Gleichungen führt auf eine Gleichung des vierten Grades, 
die Wurzel O0 nicht gerechnet. Denn daß den Gleichungen 
durch =y=z2=0 genügt wird, sieht man sofort ein. — 
Die Form der Gleichungen, die in bezug auf die Größen 
a, b, c vom ersten Grade sind, legt den Gedanken nahe, sie 
derart zu kombinieren, daß man a, b,c durch xyz ausdrückt. 
Auf diesem Wege erhält man nach Ausscheidung gewisser 
die Lösung Null ergebender Faktoren die Gleichungen 

a=ı,b=y,c=2 
und damit die Lösung 
z=a,y=b,23=e. 


In derselben Weise lassen sich die folgenden Aufgaben 
dieses Anhangs lösen. Allen wird durch 2=y=z=0( genügt, 
bei den einzelnen Aufgaben sind nur die von Null ver- 
schiedenen Wurzeln angegeben. 


12. |by+c@—az=y° 


az +bz—cy=4° 

Ite-een 

Lie We bsare. 

(a+b)\(e —-y)+2la— be = a? — y 

3 db +)yw-2J)+20b - J)e=yV—: 
(e+a)e— 2) +2(l-ay=2?— a? 

L. 2=(-a+b+o), y-,(a—b+e), 2=5(a+b-0). 


Hier findet man zunächst a=y+z2, b=ı +2, c=ı+Y. 
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bro&@—-y)+(a—by=2@—y) 
714. | (C+ay—-—2)+b—c)z2=2(y— 2) 
(a+b)\e— a) +(c—a)e=2(z — x)? 
im 2 (b+0), y-z5(a+o), = ,(a+b). 
Man findet hier zunächt a = — x +y+2 usw. 
(a+ be +) b+02- 2ys 
5 Ib +o)y+2)—-(a+ c)z = 2xz 
(a+ 0 )(e+ 29) (a+b)y = 2ay 
L. wie in 74. 
2b — (b+c—a)a= 2x?) 
76. | 2cy—(c+a—b)z = 2y? 
2a2— (a+b— c)y= 22? 
L. wie in 73. 
(-—a+b+20)2+(a—b+2ce)y+(a+b+2c)2=2(x’+y) 
77. | -—a+2b+ce)e+(a+2b+c)y+(a+2b—c)z=2(x?+ 2?) 
Za+b+ce)e+2a—b+ce)yy+(2a+b—c)z=2(y’+2?) 
L.z=b+c,y=a+tc,2=a+b. 
Der bei 71 angegebene, hier etwas umständliche Weg gibt 
zunächst a = = (—2+9y-+2) usw. Statt diesen Weg ein- 


zuschlagen, kann man die gegebenen Gleichungen nach a, b, c 
ordnen, die Größen X, Y, Z durch die Substitutionen 


(-a+y+9)=-X, 2@-y+)=-L3(@+y-D)=-Z 
einführen und die gegebenen Gleichungen in der Form 
schreiben: 
Xa—X)+Yb—- Y)+2(X+Y+Z)le—-Z)=0 us. 
Sieht man dann 
a— X b-Y .c-Z 
als die Unbekannten an, so erkennt man sofort, daß diesen 
Gleichungen genügt wird durch 
a—X=0 b-Y=0 c—-Z=0 


d. h. a=-X=-,(-2+y+2) usw. 
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iD: 


Gleichungen mit vier Unbekannten. 


[e+y=1] L.x2x=4,1 


18 utrv-3 y=30 
je +W=8| 2 
Ly+ v4 ut], 2. 


Man addiere die beiden letzten Gleichungen, so erhält 
man mit Benutzung der ersten Gleichung u” +v”=5. Dies, 
mit der zweiten Gleichung kombiniert, liefert w und v. 


a RS! 
P®r+Y 4, Ir eh8n2 
| oO 
ER | utv= 4| i 
id. r o s 
+34 | y-1,6, 
oO © - | 
y2 + v°= 50J 3 
EN 
[9] 
2 
v=1,8-- 
[9] 


Man eliminiere y und v aus der letzten Gleichung mit 
Hilfe der beiden ersten Gleichungen und kombiniere das 
Resultat mit der dritten Gleichung, so kann man = und u 
bestimmen. 

__ fesy:z:w=(b+c—a):(a—b+c):(a+b—ec):(a+b+e) 
eu | e+yP+@+u—=m | 

















EN u 
2YVa°+ b°’-+c? 2YVa’—+b’+ ce? 

(a +b— e)m ARHTINGEFD STEINE 
Te va 


Man verfahre ganz, wie in 5, und setze 


z=(—a+b+ec)t usw. 


> Zy=UV 
Ari | £+y=52 
= u+v=46 


®+y+u.+ v= 2900 | 
L. z=,40, 12,.40, 12: 2y == 12740, 712493 
u = 30, 30,16 16: 2160 
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Man bestimme zunächst 
ay=zuV=t. 
Quadriert man darnach die beiden mittleren Gleichungen, so 
gibt die Summe der Quadrate mit Benutzung der vierten 
Gleichung eine Gleichung für £. Ist £ gefunden, so ist 
xy=t mit der zweiten Gleichung, vv = t mit der dritten 
Gleichung zu kombinieren. 

Diese und die folgenden Aufgaben, in denen die Gleich- 
heit zweier Produkte aus je zwei Unbekannten auftritt, lassen 
sich leicht in Worte kleiden. Aus 

zy = uv 
folgt die geometrische Proportion 
2:4v=V:Y. 
Für die vorliegenden Gleichungen 81 hat man also: 
Vier Größen bilden eine Proportion. Die 
Summe der äußeren Glieder ist gleich a, die 
Summe der inneren gleich b und die Summe 
der Quadrate aller Glieder gleich c. Wie 
heißen die vier Größen? 


<+y=u 
utv=b 
= ® 


xy =uV 


e+ytW+vV’=c 





L.2=- (a + Va? — 4) y-5(a—-Va’—4t) 
u-2(b+VE® MM) 0-5, VA) 
er be) Sanrkı 
EEE 


"Man verfahre ganz, wie bei der vorhergehenden Aufgabe. 
Zunächst ist 2y=uv=t zu bestimmen. Aus der Addition 
der Gleichungen 
@+y’=ar+y°+3zyle + y) 
+v’=u+v°+B3uvu+ov) 
folgt mit Benutzung der gegebenen Gleichungen 
a®+b’=c+B5(a+b)t usw. 
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In Worten: Vier @rößen bilden eine Proportion, 
xz:uw=wu:y. Die Summe der äußeren Glieder 
ist gleich a, die Summe der inneren gleich b 
und die Summe der Kuben aller vier Glieder 
gleich ce. Wie heißen die vier Größen? 


Für a 15, b=11l, c = 1368 
hat man = 1073,10, 5 Due 
OR TR 


aty=M 
utt=b 
83. 
wy=Uuv 


+ yf+uW+vVt=c 
L. sonst wie in 82, nur 
t= (a + ?+ V2a®b? + ce). 
Man hat hier (nach I. 376) 

(«+ y%= a! +y!+ 4aylz + y)?— 2%8°y? usw. 
In Worten: Die Summe der äußeren Glieder 
einer Proportion sowie die Summe der inneren 
Glieder und die Summe der vierten Potenzen 


aller Glieder sind gegeben. Wie heißen die 
Glieder der Proportion? 


a=12, d=-9,c= 10897 
hat man = 10, 2, 10, 2; u=- 5, 5, 4, 4; 
v=4, 4, D 5; y=2, 10, 2, 10. 


Man findet {= 20, 205. Der letzte Wert von t liefert noch 
vier imaginäre Wurzelsysteme. 


Für 


ty=4a 

utt=b 
34. 5 

2Yy =UV 


ep Vt=c 
L. wie in 82, nur 


‚2 Bar koIT V5 (a? + b°)? — 20ab (a? — 5°)? +20(a + b)e 
ARE 10(a + b) 
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Hier ist ebenfalls die in 1. 376 angegebene Formel zu 
. benutzen: 


(+ Party +5(a + Way 5a + Way. 
In Worten: Die Summe der äußeren Glieder 
einer Proportion, die der inneren und die 


Summe der vierten Potenzen der vier Glieder 
sind gegeben. Wie heißen diese Glieder? 


Für 
a=s b N, c—= WT5 
ist 
t= 12,45, 
also 


-b,y=-2, w=4,.0=3, usw. 
Der zweite Wert von £ gibt imaginäre Wurzeln. 
2y = UV 
_ | a+y=a 
3. 
utv=b 
ur t+vy=c 


L. wie in 82, nur 


1/3 
t=z (a? + 52-+Y(a? + 0924 16c(c — ab)). 


























Fre un | 
z+y=a 
6. u +vV—=b 
en, 
N 
L. en an, en uhr, 


Die Aufgabe ist nur scheinbar quadratisch. 


In Worten: Wie heißen die Glieder einer Pro- 
portion, wenn die Summe der äußeren Glieder 
den Wert a, die der inneren den Wert b und 
der Quotient aus der Summe der beiden ersten 
Glieder und der Summe der beiden letzten 
Glieder den Wert c besitzt? 
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sty=4 

u+tv=b 
57 “ 2 

a + u=c 
Br 


1 1 1 v 1 b 
L. = lat y=olar tu er Er 


ER ei I el 
eg een 








r—=VAcd— (a +b!—- ce — q)%. 


Hier ist gesetzt v— y=t und u—v=f. Sind dann 
mit Hilfe der beiden ersten Gleichungen die Unbekannten 
durch £ und ?' ausgedrückt, so sind die Werte zu sub- 
stituieren in den beiden letzten Gleichungen. Daraus folgen 
dann t und {'. 


e+y=a 

W+vV—b 
38. 

xy =uv 


atytutv=cJ 


1, eh suE yaleıı Ve 








vp+:+yb—t vb+t—yb—-t 
uU=- PD) ’ I 2 ’ 








Da era +) +la—bi 


4.c? 





Hier ist gesetzt 27y=2uv=t. Das liefert für # die 
Gleichung 


Va+t+Yb+t=c. 
Ist 2 gefunden, so ergeben sich mit Hilfe der beiden ersten 


Gleichungen die Unbekannten selber. 


sy=wi=4a 
89. | <+ty+turv=b 
e+y+W+V=c 
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L.2=2(b ++ YV FW 16a), 
y- ,(b+t- VÖ +0) - 16a), 
u=,(b-:+Y6b—-— 16a), 
) 


v=,(b-1- Yo -°- 16a), 














t= Ya — B? + 2c. 
Hier setze man (e +y)— (u+v)=t und bestimme 
zunächst . Wie leicht zu sehen, hat man 


bt 


(l) z+y= 2.3 ee 


2 





Die Addition dieser beiden, zuvor quadrierten, Gleichungen 
liefert, unter Berücksichtigung der Werte von xy, wuv, 
2?+y°+ u?+ v?, die Gleichung für . Kombiniert man die 
Gleichungen (1) bezüglich mit 
<y=a und uvv=a, 
so erhält man die Unbekannten selber, wie angegeben. 
In Worten: In einer Proportion ist das Produkt 
der äußeren wie das der inneren Glieder 
gleich a, die Summe aller Glieder gleich b, die 
Summe ihrer Quadrate gleich c. Wie heißen 
die Glieder? 


ay=uw=4 
Bay rumvmb 
e+y+tWtVt=c 


L. wie’in 89, nur 


je ee 
— Er; 








Die Auflösung geschieht in derselben Weise, wie bei 89. 
Man benutzt hier, wie bei den beiden folgenden Aufgaben, 
zweckmäßig die in I. 376 angegebenen Binomialformeln, von 


denen auch schon in 82, 83 und 84 Gebrauch gemacht ist. 


In Worten: In einer Proportion ist das Produkt 


der äußeren (oder der inneren) Glieder gleich a, 
Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 26 
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die Summe aller Glieder gleich b, die Summe 
ihrer Kuben gleich c. Wie heißen die Glieder? 


sy=-u=4 
| rn reren 
+yf+uW-hV—c 


L. wie in 89, nur 








t=V 3a — 31° + 2y2@a — B)°+ 2. 


In Worten: Wie heißen die vier Glieder einer 
Proportion, in der das Produkt der inneren 
(oder der äußeren) Glieder gleich a, die Summe 
aller Glieder gleich b und die Summe ihrer 
vierten Potenzen gleich e ist? 


sy=u=a 7 
92, , 2 ryrurr—b 
e+pW+V=c 


L. wie in 89, nur 


Be a Ge Dann 


In Worten: Wie heißen die vier Glieder einer 
Proportion, in welcher das Produkt der inneren 
(oder der äußeren) Glieder gleich a, die Summe 
aller Glieder gleich 5b und die Summe ihrer 
fünften Potenzen gleich c ist? 











2y=uv = AT 
93, 2 u=b 
Va ce 


L.2=Sb(l+n), Val en: 


u=,b(i-n), v=-c(l-+r), 
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Aus der ersten Gleichung hat man 


UV 


Ä Y 
Dies, in der zweiten Gleichung substituiert, gibt bei’ Be- 
nutzung der dritten Gleichung 
u b 


Y € 
Daher setzt man am einfachsten 
bl y=dct. 
Wegen der beiden letzten Gleichungen hat man dann auch 
x=b(l-—1) v=c(l-—1). 
Diese Werte sind in der ersten Gleichung zu substituieren, 
so erhält man £. 
In Worten: In einer Proportion ist das Produkt 
der äußeren (oder der inneren) Glieder, die 
Summe der beiden ersten Glieder und die 


Summe der beiden letzten gegeben. Wie 
heißen diese Glieder? 


ay=zuv—=4d BE 

94. zsty+tu+v-=b | 
tu’ +yro’—e 
L.e=-i6+N)l+r, 9y=-:6-)U-n), 


u-ı(b+N(l-n), v-,0-NU+n), 
IE TR er viren 
t=V2c—b, el, 


Hier ist («@+u)— (y+v)=t gesetz. Dann hat man 
wegen der zweiten Gleichung 


(1) 2+u=,(b+M) y+to-,(b-10) 


Die Addition dieser Gleichungen nach vorhergegangener Qua- 
dratur liefert bei Benutzung der dritten Gleichung den Wert 
für . Damit ist dann wegen der ersten Gleichung und wegen 
der Gleichungen (1) diese Aufgabe auf die vorige reduziert. 

In Worten: Das Produkt der äußeren (oder der 


inneren) Glieder einer Proportion ist gleich a, 
26° 
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die Summe aller Glieder gleich b; addiert man 
das Quadrat der Summe der beiden ersten 
Glieder und das der Summe der beiden letzten, 
so erhält man c. Wie heißen die Glieder? 


ay=-uwr—=a 
A ee ah 
@+W’+Y+vV'=e 


L. wie in 94, nur 





ay=zuwv=a 
96. xs+tytu+v=b 
tu ty+tv’—el 


L. wie in 94, nur 


= V 30° 42y2040, r- Via 

In Worten: Das Produkt der äußeren (oder der 
inneren) Glieder einer Proportion, die Summe 
aller Glieder und die Summe der vierten 
Potenzen der Summe der beiden ersten und 
derjenigen der beiden letzten Glieder sind 
gegeben. Wie heißen die Glieder? 


zy=uv 
s+ty+tu+tv=a 
2 +y+W+Vt=b 
+ dei W+HV=c 
L.x= (a+ +r+YVl(a + r)?— 160), 
‚(a+r-Vla+ n)?— 161), 
gl — r)? — 162), 
v - (a — r— Va — rn)? — 162), 
eV a aa 























3a ? 6a 
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Hier ist gesetzt 
(1) y=-wel 
(2) @+y)-Wro)=-r. 


Nachdem die Unbekannten aus den beiden ersten Gleichungen 
durch t und r bestimmt sind, wie in der Lösung angegeben, 
erhält man aus den beiden letzten Gleichungen für t und r 


n a@+r=2(b+ 4t) | 

(8) a? + 3ar?= 4(c + 3ai)| 

Man hat nämlich auf Grund von (2) 
s+y=>(a+n) u+Vv=-,(a—n). 


Diese Gleichungen sind erstens zu quadrieren, zweitens zu 
kubieren und in beiden Fällen die gegebenen Gleichungen 
nebst der Gleichung (1) zu benutzen, so erhält man die 
Gleichungen (3), aus welchen r und £ zu bestimmen sind. 
Einkleidung der Aufgabe: In einer Proportion 
sind die Summe der vier Glieder, die Summe 
ihrer Quadrate und die Summe ihrer Kuben 
gegeben. Wie lautet die Proportion? 


zy=Wuv 
sty+ru+v=a 
+y+W+V=b 
"+ ftW+vit=c 


98. 


L. wie in 97, nur 





r=V3a? +2b+4r, i= (a +r)), 





E -y: (a’+b)’— c- 
Die Gleichungen für r und t nehmen hier die Form an 


a@+r=2(b+4t) 
ho bar+r=8(c+2@® + dt — | 
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B. Gleichungen mit vier Unbekannten. 


Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der wier Glieder, die Summe ihrer Quadrate 
und die Summe ihrer Biquadrate 


gegeben. 
Wie lautet die Proportion? 


xy = uv 

zsty+tu+vVv=a 
2+y+wW+vV=b 
e+ytWtVt=c 


L. wie in 97, nur 


au: 





r=Va?’+4b-+2r, t= (a +b+ rn), 


i Ver BET y, 
rel Seen i 
5a 





Die zweite Gleichung für r und ? erhält hier die Gestalt: 
Ras + 10a?r? +5art)=c+ 02 + 3ar?)t — Bat”. 


Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der vier Glieder, die Summe ihrer Quadrate 
und die Summe ihrer fünften Potenzen ge- 
geben. Wie lautet die Proportion? 
r xy = uv 
| IT urv=4 

OO ER 
er+ytWtvt=b 
e+yft+Wt+vV=c 


L. wie in 97, nur 








Bde a —b-+r 
RR 2 FEN 
Y V. er t 


Ken ’ 


5 (a® + 2b)? — 9a?c 
r= 5 5 


Die Gleichungen für r und t nehmen hier die Form an 








(ad Sar?)=b+ 3at j 


r (at + bar? + rt) = c + 2t(a + 7?) — S 
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Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
der vier Glieder, die Summe ihrer Kuben und 
die Summe ihrer Biquadrate gegeben. Wie 
lautet die Proportion? 
zy=uv 
<+tyru+V=A 
ty t=b 
Sta tr=c 
L. wie in 97, nur 
VAL + 2r' ehr 
3a 2 ba 3 


B | SurDie 
r=V- Fi = 


Die Gleichungen für r und ? erscheinen hier in der Form 


101. 














17 lan 28 2 ri 
; (a’+ 3ar’) =b+ Bat | 


(ad + 10a?r? + 5art) = c +2 (a° + 3ard)t — Bat? 


Einkleidung: In einer Proportion ist die Summe 
aller vier Glieder, die Summe ihrer Kuben und 
die Summe ihrer fünften Potenzen gegeben. 
Wie lautet die Proportion? 


IYy—=UV 
s+y+tu+v=a 
DE ut tvy=b 
[as + PP W+V=c 
L. 2= (1+M)(a+?) 
1 ; 
era: —1)(a—f) 


ne RT) 
u=,(1-N)(a+f) ) 


c+2b’ t — Y2c — 4b == 


1 
Dr lat) 
Aus der ersten Gleichung ergibt sich die Proportion 


Ur OBERE 
man kann also setzen 


(1) d.h. z=uz v=ya. 


£2 
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Dadurch gehen die drei letzten Gleichungen über in 


2)| uv+y=; 





(8) | wW+ y’- 








HıW+ yo 
Die Gleichung für 2 nimmt demnach die Form an 


(5) DEREN 





oder 
1-+2° c \ 
ya ER (vgl. I. 155) 
6 7 Sa GI 2b 
2 12 -V:% 


Nun werde gesetzt 


- e— 2b 
o = Var 
Dann ist nach (6) 

(8) ——-t 





1+2 
et 


Da z hiermit gefunden ist, so sind noch « und y zu suchen 
aus (2) und (3). Man hat zunächst 








10) u-y=- Ve n= 11, VA a4 20 4) 


Nun ist wegen (5) 








1 El SE ASt. 
ee 
also 
1.7 3 
(11) Eee V4b — a? + 2e. 


Die Wurzelgröße werde gleich ?' gesetzt, so daß man wegen 
(2) und (11) hat: 


ae reg 





(12) 


ee 
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Nach (9) ist aber 
l+z= 
Mithin geht (12) über in 
h +2= alt +) 


u—-y-St(l +40) 


2 
Be 


[ee 


Hieraus endlich 


U n (a+t)i+9 
(13) 1 el 
yeah. 


Nach (1) hat man daher für die anderen Unbekannten und 
mit Benutzung von (9) 


DR TR 
ar DR) 


K=UR=U: 
(14) 
est T 
Die Gleichungen (13) und (14) liefern die Unbekannten, 
wie oben angegeben. Als Wurzelgrößen sind 2 und ? doppel- 
deutig, so daß z. B. für x die folgenden vier Lösungen gleich 
möglich sind 


A+dtatt), ZA-Nla+t), ZU+) lat), ZA-Na-t), 


Entsprechendes gilt natürlich für die anderen Unbekannten. 


Die Auflösung wäre einfacher geworden, wenn man 
gleich von vornherein 


v 
Yy It 


eaterne #eriln) 
in EMS 


gesetzt und die Größen t, A und 4A’ bestimmt hätte. Daß 
aber gerade diese Substitution vorzunehmen war, um die Auf- 
lösung möglichst einfach zu bewerkstelligen, war nicht leicht 
zu übersehen; die oben gemachte lag wenigstens näher. 


1+t 
3 ? 


also 
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Auch diese Aufgabe läßt sich leicht in Worte kleiden: 
Die Summe aller Glieder einer geometrischen 
Proportion, die Summe der Produkte aus den 
Gliedern je eines Verhältnisses und die Summe 
der Quadrate aller sind gegeben. Wie lautet 
die Proportion? 


xy = uv 
zty+ut+tv=a 
uc+vy=b 
Pt tt—cl 
L. sonst wie in 102, nur 


leer 18ab— 4c-+2r r — 290° 1 9ap Face 
= — = 5 m —— y „ === > _— = z = 


3a° 3a ? 


103. 

















r =YVa?(a? — 95)? + 4c(ad + 9ab+ e). 

Man schlage den in 102 angegebenen Weg ein. Der 
dort aufgestellten Gleichung (4) entspricht hier die Gleichung 
u? 12 y® zu Beer £ 
Man findet dann für 2 durch Elimination von u und y die 

Gleichung 
a? 2c N PB 
(1+2)° Ta 1-2. De 
Um hieraus z zu bestimmen, hat man wie in der Aufgabe 
102 oder nach I. 394 (11) zu setzen 


In Worten: Die Summe der vier Glieder einer 
Proportion, die Summe der Produkte aus den 
beiden G@liedern je eines Verhältnisses und die 
Summe der Kuben aller Glieder sind gegeben. 


Wie lautet die Proportion? 
2er y—a 
IM +v=b 
104, sytuv=c 


zu+tyv=d 
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18% 
L.2=7(2a+:i+!) 
1 - LEN R, RR, 
y-7R2a-—-t-?!)| t=Yla+b®—4lc4d) 
u=,(2d-t+t)| !=-Va- Ale — d) 








o-1(2b +t-t) 


Als Wurzelgrößen sind und ? doppeldeutig, demgemäß 
gibt es für die Unbekannten im ganzen vier Wertgruppen. 
Für die Auflösung hat man 
+V)+Wyw+W)=aHtb 


(tv): ytu)=cH+d. 
Daraus folgt 
(+V)- y+tu)=t. 


Ebenso findet man 


(e —v) —- (y—u)=t usw. 


a a 

H “+W%=b 
10: &y+tuVv=c 
zutyv=d 


L.2=2(Yate+t+ya-c-1i) 
y-5(Vate+t-Va-ec-1), 
u=S(VbFe-t+Vb-cHN), 


v2 (VbFe—-t-Vb—cHt), 
Bela -bie-, 2dyY(ab — d®)[(a — b)’ — 4(c? — d®)] 
A (a —b)?—+4d? 1 g 
Man setze @y— uv=t, so folgen mit Hilfe der drei 
ersten Gleichungen die für die Unbekannten angegebenen 
Formeln. Dann erhält man ? aus der vierten Gleichung, 
indem man hier für die Unbekannten die gefundenen Aus- 
drücke setzt. Die Gleichung für £ wird 


vi Den urn ereun 
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+ ypP=a 
W“+t=b 
106.813 u 
ue TiVy=c 
ve tuy=d 
PRRDRETE, ya 
L. = V 3 - ’ 
ab+ct— dt Yab—et—A4t 
u-y' 2a ? »—=) 2a ’ 
t=Vab — d, !=Vab—d. 


Hier ist gesetzt 
ut —vy=t 
ve —Uy=t. 
Dann bestimmen sich die neuen Unbekannten leicht und 
mit ihrer Hilfe auch die ursprünglichen Unbekannten. 


Sucht man zunächst die Produkte xy und wo, 
man folgende Formeln für die Unbekannten: 


so erhält 








EUREN VE - un. 
ie ayb (Yab+cd+r+Yab—cd—r), 








yo vo (Vab+cdä+r—Vab—-ced—r), 





(MB 





Wi (Yab+cd—r+Yab—-cd+r), 








v— ae — -(Vab+ca-r- Vab- cdnen 





r—=YV(ab — e)(ab — d?). 
Man findet nämlich: 





yruvmc 


zyuv=d 
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= mr Di A 


(Yate+t+ya—-c—h), 
N 
EEE a ER a 


‚(Vb+e-t-Vb—-c+1), 


t=ay— uv—=Ve— Ad. 


+y=a 

“"+vV=b 

ay+uVv=c 
csty+tutv=d 


108. 


L. sonst wie in 107, nur 











_ Ze tb+d4V2a+b+20)—d' 
en > 


Hier ist zu # bestimmen aus der Gleichung 


a BR TE Be 

















17279 
2y 
= U 
1 y 
TOT ea 
2u Pu 
PETE YES 
2v Ir 
en 2 
D rk 1072 en he 
a 
a 
Mar 


413 


Indem man von der vierten Gleichung ausgeht, hat man 


mit Hilfe der korr. Addition 


EEE 
A 








at 
De VL N 
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<sty=WUu 

CtU=V 

DW Bau DA 
WE | 
+ yP+wW+v= 3m? 








Mr Ve ER -,y=(a+1)2,u=(a+2)2,0=(a+3)2. 
IM + y=v E 
ctu=y 
111. 3C—V 
BYzuRn | 
+? +W+v= 15m? | 








TR ae ; _@-a)m „a BE a 
a’—+1 











Va+i’  Varıı’ mas 


-.+y?+WwtoV’=a 
(++ y +9)? | 
nt 

cstyturt=m 2 


112: 


L. 2= !(m+Y2a — m? +yY2) m’ +V2e— m), 
y= z m +YV2a — m? — V2b — m? — V2c— m?), 


ni 
u (m V2a — m? + Y2b — m? —- V2c—m?), 
( 


Du } m — Y2a — m? — V2b — m? + Y2c— m?). 


Auch hier sind die Wurzelgrößen doppeldeutig und 
voneinander unabhängig. Demgemäß hat man im ganzen 
acht Lösungen. — Um die angegebenen Formeln für die 
Unbekannten zu erhalten, hat man die letzte Gleichung mit 
jeder der drei ersten der Reihe nach zu kombinieren. Da- 
durch findet sich 


(2 +Yy)— (uw+v)=YV2a— m? usw. . 
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u— a YaNzuzb EEE 

ns” Be Br ma? 

a+b+ Ya +yP+M)+Lc+y+ 2D)u—= m 
ib, ne am 

 Ma+b+gVa Fb+e” 

(a—b-+ com 

ia 2(atbtoYVa’ + b’tLe:’ 

RR (a+b— c)m me, 

a looyastpire 2 


Man bildet zunächst . 
sHty-+z u y-+2 a 
ee et | sty-tz lei 


Die Addition der so erhaltenen Gleichungen liefert u. Ferner 
folgt aus der Kombination derselben 
N ER 
a a 
Da u bekannt ist, so ergibt sich die ‚Summe x<+y-+2z aus 
der vierten inne 





+9Yy-+2) usw. 








x _2a—u wu 
y+z a—2u 
ab U 
a N YY; 
114. ie 
Z IDEE 
ty ce—2u 
































Am Ba 2 u 
"TS VETBrO’  3(a— u)’ 
Bi Em Bu 
TVo rer). 3b — u)’ 
Um DEREN 
Eupen  3(ee—w)?’ 
, __ ab+ac+bce+Y(ab+ac+ be)? —B3abela +b+e) 
len a+b-+te 


Man hat zunächst 


(1) 


x 2a — 1% 


tb 
zty+z 3(a—u) 





USW. 
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Die Addition der so umgeformten Gleichungen liefert 


2a—u 2b—u 2c—Uu 
ik 


8 (a —u) r 3(b — u) Hr 3c—uW) 








Da 2a —u=a—u+ a usw. ist, so läßt sich diese Gleichung 
auch so schreiben: 


A tat 


a 


C 
C— U 








Sie liefert «, wie oben angegeben. Ist « gefunden, so folgt 
aus (1) weiter 


(2) x—= A(@a+y-+2) usw., 


indem die Größen A, B, C die oben in der Lösung angegebene 
Bedeutung haben. Die Werte für x, y, z in (2) sind in der 
vierten der gegebenen Gleichungen zu substituieren, so er- 
hält man 

m 


v4’+B?+C” 








t+y+2= 


und daher wegen (2) die Unbekannten selber, wie angegeben. 
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für die quadratischen Gleichungen der Bardeyschen 
Methodischen Aufgabensammlung, Neue Ausgabe. 
Vorbemerkung. Die Zahl links vom Strich gibt die 
Nummer der Aufgabe in der Aufgabensammlung; die Zahl 
rechts vom Strich gibt die Nummer der entsprechenden Auf- 
gabe hier in den Algebraischen Gleichungen. Sie steht im 
ersten, zweiten oder dritten Teil, je nachdem sie eine, zwei 
oder mehrere Unbekannte enthält. Eine Einklammerung der 
rechts vom Strich stehenden Zahl zeigt an, daß die einander 
entsprechenden Aufgaben nicht völlig übereinstimmen, sondern 
nur einander ähnlich sind. Fetter Druck der rechts stehenden 
Zahl weist auf allgemeinere bei der betreffenden Aufgabe 
gegebene Erläuterungen hin. 


1® 


Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten. 
Aufgabensammlung XXV. Algebraische Gleichungen I. 


Erste Stufe. 





30116 3829 42|62 56) 40 

31,17 39 31 50 6% 57| 4 
32|17, 40 34 54139 (38) 59 | (171, 171,) 
36.20 (18) - 41 37 55,38 109 | (92) 

37 24 

146 |1624153,153,) 153| 105 164| 165 1731106, (105) 
147 163 154 (105) 165| 165 174/106 (105) 
148 | 88 155| 108 166) 165 175| 91, 

149, 86 156 (108) 170 (172) 176| 91, 


151 86, (86) 159 108, 171 (165) 177 91, 
152 105, (105) 163, 165 172, 91 178 188 

















Bardey, Algebraische Gleichungen. 6. Aufl. 27 
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187 127 1971299  201|212 205| 133 
188.126 198.218 2021139 206 (166) 
189 130 1991219 2081142 207, 148 
190.150 200|220 204/185 208, 152 
209|125, 2151125, 225]125, 229] 125, 
Zweite Stufe. 
183 6/53 9168 12178 
283... 2,7158. 1,10 ST a 
4,45 sl66 Also 1ala 
5/48 
221116 20|118 32|165.8 36/182 
231112  27|(12u.108) 33)165.9 371185 
24 114  28|174 (172) 34 187 38 213 (92) 
25/115 29 |(172e) 35 177 
39/256 (255) 40|257 A1|255 42|254 
301307  85|288 (287) 87] 289.283) 89 | 345 
8s1ıls08  86[283 88 , (345) 184, | (373,) 
84306 | 
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7 
26 
27 
28 
29 
30 





52|428 
53 428, 
54 | 428, 





252 
261 
263 


(261) 


267 
269 


428 
428, 
394 
397 
398 
400 




















30,| 279 36 294 
31|(276) 371295 
32 | 272 38 298 
33 | 275 42 366 (365) 
34 | 273 43 367 
35 | 294, 44371 
55/428, 62] 205 
56 196 66, 216 
57 197 67 | (216) 
85 401 91 1408, 
86 399 92 403, (396) 
87 408 93 408, 
88 408, 94 396 
89 408, 94, 428, (428,) 
90 408, 94,428, 











51368 
370 
373, 
48 373, 
49 378, 
50 373, 
69 
73 


194 
195 


95 | 426 
97 |303 
98 | 433 
99 | 432 
100 434 





1011409(394,406) 107 
102 414, 108 
103 424 109 
104 425 110 
105 421 111) 
106 414, 112 








Register. 


414, 113 
414, 114 
422 115 
(420) 116 
423 119 
417 120 





418, 121 
415 122, 
418 123 
439 (435) 124 
441 125 
440 126 
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419 


442 
386, (386) 
356, 
389 
387 
388 


Quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten. 
Aufgabensammlung XXVII Algebraische Gleichungen II. 











Erste Stufe. 


67.16 
70 
71 
12 
13 
74 
84 
85 





891 
106 
LU)T 
108, 63 
109 | 24 
ı 68 
84 
173 


sl 
65 
25 








Zweite Stufe. 


161 (158,) 


38 
54 





Lisa 
114 
116 ( 
117 
118 
120 
121 
123 





541 


343 (348) 
344 
346 
351 
353 
325, 
323 
322 
324 
321, 
320 
320, 
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Quadratische Gleichungen mit drei und vier Unbekannten. 


Aufgabensammlung XXVIII Algebraische Gleichungen III. 


A. Mit drei Unbekannten. 





1/5 8115 14|22 19] 48 
wi: 9 17 15 28 20 | (48) 
3| ı 10 18 16 29 21 (58) 
4 8 11.19 17 55 22| 49 
6.14 12.20 18 37 23|(51) 
tie: 13 21 











B. Mit vier Unbekannten. 





24 18 28| 9 32 104 35 | 110 
25,79 30 | 88 33 105 36 111 
2786 31107 34 | 106 
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Mathematische Aufgaben aus den Reifeprüfungen der 
. - (Gymnasien, Realgymnasien, Oberrealschulen). 
badischen Mittelschulen Von Geh. Hofrat P. Treutlein, Direktor des 
BRealgymnasiums mit Gymnasialabteilung zu Karlsruhe. 2 Teile. gr. 8. 1907. I. Teil: 
Aufgaben. [X u. 158 =! In Leinwand geb. #. 2.80. I. Teil: Auflösungen 
[IV u. 75 8] kart. M. 2 


Die bis jetzt an Sammlungen von mathematischen Reifeprüfungs- Aufgaben 
beziehen sich auf Preußen, Bayern, Württemberg und Österreich oder auf einzelne An- 
stalten. Zu ihnen gesellt sich nun eine entsprechende Sammlung von Aufgaben aus den 
höheren Schulen Badens, und zwar solche aus den letzten drei Jahrzehnten. Während 
aber die älteste und bekannteste derartige Sammlung, die von Martus, auch eine größere 
Zahl vom Verfasser selbst angefertigter Aufgaben bietet, enthält die vorliegende badische 
Sammlung nur für die Reifeprüfungen wirklich gestellte Aufgaben, und da jede einzelne 
Aufgabe nach Jahr und Schulgattung, aus denen sie entstammt, bestimmt ist, auch eine 
Einleitung die jeweils in Geltung gewesenen Prüfungsvorschriften enthält, so ist die neue 
Sammlung zugleich ein kennzeichnender Beitrag zur Geschichte des badischen Mittel- 
schulwesens. — Die „Auflösungen“ werden die Benutzung der Sammlung erleichtern und 
vertiefen und dürften vielen eine angenehme Zugabe sein. 


Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene. 


Von Dr. Adolf Hochheim, weiland Professor und Kgl. Provinzial-Schulrat zu Berlin, 
3 Hefte, in je 2 Teilen. gr. 8. 


Heft IL. Die gerade Linie, der Punkt, der Kreis. 3., vermehrte Auflage 
bearbeitet von Dr. Frz. Hochheim in Weißenfels. 1904. 


A. Aufgaben. [VI u.98 S.] In Leinwand geb. #. 2.40. 
B. Auflösungen. [128 S.] In Leinwand geb. #. 2,60. 


Heft I. Die Kegelschnitte,. Abteilung I, 


A. Aufgaben. 3., vermehrte Auflage bearbeitet von Oswald Jahn in 
Halle a.S. und Dr. Fr. Hochheim in Weißenfels. [IV u. 90 S.] 
1906. In Leinwand geb. M. 1.80. 


B. Auflösungen. 2.,noch vom Verfasser bearbeitete Auflage. Mit Figuren 
im Text. [96 S.] 1899. geh. #. 1.60, in Leinwand geb. M. 2.20. 
(3. Auflage unter der Presse.) 


Heft III. Die Kegelschnitte. Abteilung II. 1886. 
A. Aufgaben. [66 S.] geh. X. 1.20, in Leinwand geb. #. 1.80. 
B. Auflösungen. [94 S.] geh. #. 1.60, in Leinwand geb. #. 2.20. 


Vorliegende Aufgabensammlung hat in erster Linie den Zweck, dem Studierenden 
der Mathematik auf der Universität und der technischen Hochschule Gelegenheit zur 
Übung und Vertiefung der gewonnenen theoretischen Kenntnisse zu geben, und bietet in 
dieser Hinsicht ein sehr reichhaltiges und vielseitiges Material. Die beiden ersten Hefte 
sind indessen so angelegt, daß sie sich auch bei der Verwendung im Unterricht auf der 
Oberstufe höherer Lehranstalten bewährt haben. 


Besondere Vorzüge des Werkes sind die übersichtliche Anordnung des Stoffes und 
die leichte Faßlichkeit der behandelten Probleme. Die Aufgaben stehen teilweise unter 
sich in innerem Zusammenhang und bilden einen vollständigen Lehrgang, so daß der 
Gebrauch der Sammluug die gleichzeitige Benutzung eines Lehrbuchs nicht nötig macht. 


Politische Arithmetik oder die Arithmetik des täglichen 


Von Professor M. Cantor. 2. Auflage. [X u.155 S:] gr. 8. 1908. 
Lebens geb. MN. 1.80. i 


. Selten ist auf so engem Raume ein so reicher und für den täglichen Verkehr 
so wertvoller Wissensstoff zusammengetragen worden, wie in dem uns vorliegenden Buche 
Cantors; dabei ist die Art, wie er gegeben ist, so ansprechend, daß auch derjenige, welcher 
für derlei Dinge keine Vorliebe empfindet, durch die Umstände aber genötigt ist, sich 
Belehrung zu verschaffen, durch die Lektüre befriedigt werden wird.... Wir sind der 
Überzeugung, daß das von der Verlagshandlung gefällig ausgestattete Werkchen in den 
weitesten Kreisen Verbreitung finden werde, weil ja auch das Bedürfnis nach Belehrung 
über die darin zur Sprache gebrachten Dinge sehr verbreitet ist. Lehrern der Mathematik 
möchten wir es aber ganz besonders empfehlen.“ 

(Czuber in der Zeitschrift für österreichische Realschulen.) 


Bardey, algebraische Gleichungen. 6. Aufl, 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 





Zum $Selbftunterricht für die Vorbereitung auf die 


Mittelfebullebrer-Prüfung 


und auf das Abiturientenexamen am Realgpmnalium 


Lehrbuch der Matbematik 


und Sammlung von Aufgaben 


im Anjdluß an die Baldin-Maiwaldiche Seminarausgabe des 
mathematiichen Unterrichtswerfes von Profejior Heinrich Müller 


bearbeitet von Dr.T. Platb, Geh. Regierungs- und Schulrat in Lüneburg. 
Lehrbuch der Mathematik. I. is. & zeinwand geb, me 


Sammlung von Hufgaben. Yı3.gs.m.a_"Ersebnttre hiergu M.1.0, 


Das Bud ijt auf Grund der Prüfungsordnung vom 1. Juli 1901 bearbeitet. 
Bei jtrenger Wahrung der ‚wiljenfchaftlihen Entwidlung ijt doc) die für den 
Selbjtunterricht notwendige Saßlichkeit der Darjtellung angestrebt. — Die dem 
Lehrgange fich anjchließende Aufgabenfammlung enthält die zur Erlangung 
des nötigen Könnens erforderliche Anzahl von Aufgaben. Bei jchwierigeren 
Aufgaben bringt die Sammlung Dorbejprehungen und Hinweije, die aus- 
reihen dürften, um obne fremde Pilfe die Löjungen zu finden. 


„..„ Unter den jehr vielen guten Lehrbüchern der Mathematif, die den Lehritoff des Realgymnafiums 
behandeln, nimmt das zulegt erichienene Müller-Plathjche doch eine eigenartige, hervorragende 
Stellung ein. Bewundernswert ijt die Gründlichfeit, mit der das gejamte mathematijche Penjum 
bis zum Realabiturium auf einem verhältnismäßig geringen Raum bewältigt worden ijt. Kein 
Gebiet ijt -überjehen, feins jtiefmütterlich behandelt. Die Daritellung, frei von jeder fubjektiven 
Tönung, verbindet Schönheit und Schärfe der Form in einer Weije, wie wir jie bisher nur bei 
Ganter und Rudio gefunden haben. Die Figuren find zahlreih, von pradtvoller Sauberkeit und 
anihaulid, die Betrachtungen jchwieriger Sonderfälle ebenjowenig vergejjen wie die umfajjenden 
Gejichtspunfte am Ende größerer Abjchnittee Zurzeit kann allen, die fich auf die Mittel- 
fchullehrerprüfung oder auf das Abiturienteneramen am Bealan magiiu vorbereiten, kein 
befferes Lehrbuch der Mathematik empfohlen werden. 


. Die Eigenart diejer Aufgabenjammlung beiteht darin, daß fie in erjter Linie auf die Dors 
bereitung zur Mitteljchullehrerprüfung zugejähnitten ijt. Es it für den Prüfungsfandidaten eine 
mühevolle und zeitraubende Aufgabe, ji das notwendige mathematiihe Ubungsmaterial aus 
drei, vier verjchiedenen Büchern felbjt herauszujuhen. Diejem Ubeljtande, der fich nach dem 
Ericheinen der Prüfungsordnung von 1901 in nocy erhöhtem Grade als jonft bemerkbar machte, 
ijt durch die vorliegende Bearbeitung der Müller-Kutnewsiyichen Aufgabenjammlung mit einem 
Sclage abgeholfen. Sie zeigt alle Dorzüge einer guten Aufgabenfammlung, berüdiichtigt alle 
für die Prüfung in Betradıt fommenden Sweige der Mathematif audy an angewandten Aufgaben, 
weiß in den erläuternden Anmerkungen das richtige Mittelmaß innezuhalten. Das Buch ilt eine 
außerordentlich gründliche und, foweit man überhaupt von Garantien fprechen kann, 
feines Erfolges Fichere Arbeit.“ (Kiter. Beilage z. Pädagogifchen Zeitung. 1906. Nr.4.) 


„... In der vorliegenden Sammlung bietet der Derfafjer dem angehenden Mathematiker einen 
reichen, vortrefflich geordneten Ubungsitoff. ‘Dom Leichten zum Schweren’ ijt der Plan für 
jeden Abjchnitt, die Aufgaben jind zahlreic und bieten erfrijchende Abwedhjjlung. Das Bud; fann 
denen, die jid} zur Mittelfchullehrer-Prüfung vorbereiten, nur warm empfoblen werden.“ 
(Praxis der Volksfchule. 1906. Beft 8.) 

.. Diejer Abjiht genügt das vorliegende Werk in trefflichiter Weife. Man mag es aufihlagen, 
wo man will, überall diejelbe Sorgfalt in der Auswahl des Wejentlichen, diejelbe objektive, 
aber keineswegs nüchterne, jondern elegante Darijtellung, Öiejelbe Abrundung des überall reich- 
haltig bemejjenen Penjums und vor allen Dingen überall diejelbe Anpajjung an die Eigen- 
tümlichfeiten des Selbjtunterrihts. Sahlreihe, jchöne Figuren fommen dem Derlangen nad 
Anjhauung entgegen. Alles in allem fennen wir zurzeit für Swede des Selbjtunterrichts in = 
Mathematik Fein bejjeres Lehrbud.“ (Deutfche Schule. VI. Jahrg. Nr. 2.) 








Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 





Encyklopädie für Elementar-Mathematik. 


Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 
Dr. Heinrich Weber, und Dr. Joseph Wellstein, 


Professoren an der Universität Straßburg i.E. 
In drei Bänden. 
l. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H.Weber. 2. Auflage. 
Mit 38 Textfiguren. [XVII u.539 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. #. 9.60. 


ll. Elemente der Geometrie. BearbeitetvonH. Weber, J. Wellstein u. W.Jacobsthal. 
2. Aufl. Mit 251 Textfig. [XTT u.596 S.] gr. 8. 1907. In Leinw.geb. #. 12. — 


Ill. Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein 
und R.H. Weber (Heidelberg). Mit 358 Textfiguren. [XIH u. 666 S.] gr. 8. 
1907. In Leinwand geb. M. 14.— 


Das Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wissenschaftlichen 
Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande ist, das, was er später zu lehren hat, 
tiefer zu erkennen und zu erfassen und damit den Wert dieser Lehren für die allge- 
meine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Werk ist nicht sowohl für den Schüler selbst 
als für den Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrach- 
tungen auch eine für den praktischen Gebrauch nützliche, wohlgeordnete Zusammen- 
stellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 


Handbuch der Elementar-Mathematik für Lehrer. 
Von Professor Dr. K. Schwering, 


Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche zu Cöln a.Rh. 


Mit 193 Text-Figuren. [VII[lu.408 S.] gr.8. 1907. In Leinwand geb. 4. 8.— 


Wer auf höheren Lehranstalten mathematischen Unterricht erteilt, kommt jeden Tag 
in die Lage, wissenschaftliche Fragen beantworten zu müssen. Gewöhnlich sind diese 
Fragen einfachster Art, aber jeder Mathematiker weiß, daß einige dieser Fragen erst im 
neunzehnten Jahrhundert ihre zutreffende Beantwortung gefunden haben. Diese Ent- 
wicklung der Wissenschaft ist auch für den Unterricht nicht ohne nachhaltige Einwirkung 
geblieben, und das Handbuch stellt sich auch in dieser Richtung in den Dienst der Schule. 
Nicht, um die wissenschaftlichen Fragen und Forschungsergebnisse selbst einer neuen 
Darstellung zu unterziehen. Diese Aufgabe ist durch *die Encyklopädie der Elementar- 
mathematik einstweilen in abschließender Weise gelöst. Wissenschäftliche Fragen jedoch, 
welche nicht über die Schulmathematik hinausführen, sondern in den Unterricht wieder 
einmünden, sind ausführlich behandelt. Es mögen hier die Grundlagen der Zahlenlehre, 
die irrationale Zahl, die binomischen Gleichungen, die Elimination als Beispiele aus der 
Arithmetik genannt sein. Weil das Buch sich nicht an Anfänger, sondern an Geübtere 
wendet, ist nicht jeder auch im Schulbuch stehende Satz ausführlich vorgetragen; alle 
wichtigeren Sätze aber sind z. T. unter verschiedenen Gesichtspunkten behandelt. Auch 
Fragen zweckmäßiger Gestaltung des Lehrvortrags sind eingehend berücksichtigt. 


Die Elemente der analytischen Geometrie. 
Von Dr. H. Ganter, und Dr. F. Rudio, 


Professor an der Kantonschule zu Aarau Professor am Polytechnikum zu Zürich. 
Zum Gebrauch an höheren Lehranstalten sowie zum Selbststudium. 
Mit zahlr. Ubungsbeispielen. gr. 8. In 2 Teilen. In Leinw. geb. je 4. 3.— 


l. Die analytische Geometrie der Ebene. 6. verbesserte Auflage. Mit 
53 Figuren im Text. [VII u. 190 S.] 1906. 


ll. Die analytische Geometrie des Raumes. 3. verbesserte Auflage. Mit 
12 Figuren im Text. [X u. 186 S.] 1901. 


Das Lehrbuch sucht von vornherein den zu behandelnden Stoff bei möglichster Voll- 
ständigkeit, verbunden mit einer streng wissenschaftlichen Darstellung, in enge, einem 
ersten Studium entsprechende Grenzen einzuschließen. Es wendet sich in erster Linie an 
die oberen Klassen höherer Lehranstalten, ist aber auch so gehalten, daß es mit Vorteil zum 
Selbststudium benutzt wird. 


S 





„Aus Natur und Geifteswelt.“ 


Jeder Band geb. M. 1.—, in Leinwand geb. M. 1.25. 





Sur „Mathematit‘ find in der Sammlung u. a. erfchienen: 


Arithmetik und Algebra zum Selbjtunterridt. Don 
Profefior Dr. Paul Tran in Berlin. 


I. Teil: Die Rehnungsarten. Gleichungen erften Grades 
mit einer und mehreren Unbefannten. Ö6lei- 
hungen zweiten Grades. Mit 9 Siguren im Tert. 
[V u. 128 S.] Bd. 120. 


I. Teil: Gleihungen. Arithmetifhe und geometrifde 
Reihen. Sinfeszins=- und Rentenrehnung. Kom- 
plere dahlen. Binomifcher Lehrfag. Mit 21 Figuren 
im. tert. „IV u0..12855.12:50.2205: 


„Diejes Büchlein ijt all denen, die das Beitreben haben, ji dur Selbjtitudium mit 
den Anfangsgründen der Arithmetif und Algebra befannt zu madyen, oder ihre Kennt- 
nis der Grundbegriffe zu revidieren, um etwa vorhandene Lüden auszufüllen, aufs 
wärmite zu empfehlen.“ (Kiterarifche Beilage zur Oberheffifchen Zeitung.) 


„Das Beiprodene it überall durdy wirklich ausgerecdhnete Beifpiele erläutert. Die 
Arbeit des Derfalfers wird ihren Swed erfüllen.“ (Deutfche KLiteraturzeitung.) 


Mathematifche Spiele. Don Dr. W. Ahrens in 
Magdeburg. Mit einem Titelbild und 69 Siguren im 
Tert... [VI u. 118.51] ..B0.:120. | 


„... $ür Kinder im reiferen Jugendalter ift die gebotene Koft redt gut, und als 
‘Dejjert? zur alltäglichen Lektüre in richtigem Maße genojjen, gewiß>gejund. .Daß die 
am Scluffe gebotenen Antworten auf einige fortlaufend durd das Bud numerierten 
Sragen beigegeben find, ijt durdyaus pädagogilh. Diefer Umjtand trägt zum felbit- 
jtändigen Arbeiten nicht wenig bei.” (Beilage zur Schweizer. Lebrerzeitung.) 


„... Liebhabern mathematifher Spiele wird das Ahrensjche Büchlein mande An- 
regung geben. Hervorgehoben jei, daß der Derfafjer nur die Neigung zu folchen 
Unterhaltungen, feineswegs aber irgenöwelhe mathematijche Kenntniffe bei dem Lefer 
vorausjegt.“ (Monatsblatt des Goslarer C.-V.) 


Einführung in die Infinitefimalrechnung mit einer 
hiftorifchen Überficht. Don Profefjor Dr.6.Kowalewsfi 
in Bonn. Mit 18 Siguren im Tert. [IV u.126S.] Bd. 197. 


Bietet in allgemeinverftändliher Sorm eine Einführung in die Infinitefimalrehnung, 
ohne die heute eine jtreng wiljenjichaftliche Behandlung der Naturmwiljenjchaften un- 
möglidy ift, die die nicht fowohl in dem Kalkül felbit, als vielmehr in_der gegenüber 
der Elementarmathematif veränderten Betradhtungsweije unter den Gejichtspunften der 
Kontinuität und des Unendlichen liegenden Schwierigkeiten zu überwinden lehren will. 





Verlag von B. 6. Teubner in Leipzig und Berlin. 
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